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Resumen

La presente obra representa un esfuerzo por explicar de manera exhaustiva temas seleccionados de un
curso de Célculo Diferencial en Varias Variables que son, a grandes rasgos, las funciones de varias
variables, limites y continuidad, derivadas parciales y diferenciabilidad y derivadas de orden superior, a
través de ejemplos resueltos minuciosamente y con el acompafiamiento de los conceptos preliminares
indispensables para una mejor comprension de los temas mencionados.

Funciones de varias variables, Limites, Continuidad, Derivadas parciales



Abstract

This work represents an effort to exhaustively explain selected topics from a Differential Calculus in
Several Variables course, which are, broadly speaking, the functions of several variables, limits and
continuity, partial derivatives and differentiability and higher order derivatives, to through examples

resolved in detail and accompanied by preliminary concepts essential for a better understanding of the
above topics.

Functions of several variables, Limits, Continuity, Partial derivatives



Prefacio

En el proceso de ensefianza del calculo diferencial en varias variables, uno de los principales retos
académicos a los que se enfrenta un docente es que el estudiante no posea una base sélida de calculo
diferencial en una variable y de otras disciplinas que son el requisito previo para lograr un mejor
entendimiento del calculo.

Con la finalidad de mitigar esta problematica, el presente libro ha sido disefiado de modo que el
lector disponga de ejemplos resueltos y explicados a detalle, sin saltarse pasos, asi como de los conceptos
y técnicas de calculo de una variable, algebra y geometria analitica sobre los que se sustentan la teoria y
procedimientos de resolucion de los ejemplos mostrados y ejercicios propuestos, los cuales son
presentados de manera natural en el desarrollo de los temas; es decir, los elementos béasicos que
constituyen el antecedente de los contenidos de este libro se van incorporando antes de la definicion que
lo requiera, o bien, durante la explicacion de los ejemplos resueltos, con la intencion de llevar de la mano
al estudiante en su proceso de aprender los temas que forman parte de este libro de texto.

Por lo antes mencionado, esta obra ha sido pensada como una herramienta de apoyo en los cursos
de Célculo Multivariable dirigidos a estudiantes de ingenieria, cumpliendo asi con la linea de
investigacion de Ingenieria Educativa, perteneciente al Doctorado en Ingenieria de la Universidad Marti.



Proélogo

La presente obra estd conformada de cuatro capitulos donde se desarrollan, a traves de ejemplos
explicados de manera exhaustiva, los elementos basicos de la teoria del célculo diferencial en varias
variables, iniciando con las funciones y sus graficas, para posteriormente revisar los métodos para
calcular limites y derivadas parciales, asi como los criterios que permiten determinar cuando una funcion
es continua o diferenciable, hasta terminar con el andlisis y resolucion de problemas de optimizacion,
basados en la teoria de maximos y minimos.

Si bien es cierto que tiene como antecedente temas de algebra lineal, célculo de una variable y
geometria analitica, aqui se proporcionan de manera breve y oportuna los conceptos que son
indispensables para un mejor entendimiento de los saberes que competen a este libro.

En el Capitulo 1. Funciones de Varias Variables se definen y caracterizan a las funciones, tanto
de valores reales como de valores vectoriales, enfatizando en su dominio y su gréfica; también se
contemplan los tipos de funciones y la operacion composicion. En particular, en la seccion 1.1, se definen
los conjuntos R™ que son fundamentales para entender como esté estructurada una funcién. En la seccion
1.6, se resumen las ecuaciones y gréficas de las cénicas (seccion 1.6.2) y de las superficies cuédricas
(seccion 1.6.3) como requisito necesario para representar a las graficas de las funciones reales de dos
variables.

En el Capitulo 2. Limites y Continuidad se establece el concepto de limite de manera intuitiva,
asi como los principales métodos para resolver limites de funciones en varias variables, centrando la
atencion en las funciones reales de dos variables, para las que se incluyen los limites direccionales vy el
método de coordenadas polares. También se define la continuidad de una funcién en un punto y los tipos
de discontinuidad y se enuncian las propiedades de las funciones continuas.

El Capitulo 3. Derivadas Parciales y Diferenciabilidad consta de cuatro secciones donde, a
grandes rasgos, se estudian las derivadas parciales, la matriz Jacobiana y diferenciabilidad, la regla de la
cadena, el vector gradiente y la derivada direccional. La seccion 3.1 sobre derivadas parciales considera
la interpretacion geométrica y la interpretacion fisica de las derivadas parciales de funciones reales de
dos variables; en la seccion 3.2, sobre matriz Jacobiana y diferenciabilidad, ademéas de detallar ambas
nociones, se establece la relacidn entre la diferenciabilidad y la continuidad de una funcion; en la seccion
3.3, sobre reglas de diferenciacion, se profundiza en la regla de la cadena y sus aplicaciones; mientras
que, en la seccion 3.4 se emplea el gradiente de una funcidn para caracterizar a la derivada direccional y
definir una ecuacion para el plano tangente a una superficie diferenciable. Méas aun, en las secciones 3.2
y 3.3, se incorporan la definicién de matriz y sus operaciones basicas como precedente de la matriz
Jacobiana y las reglas de diferenciacién. En la seccion 3.4 se proporcionan conceptos basicos de la teoria
de vectores para favorecer la comprension del vector gradiente y de la derivada direccional.

El Capitulo 4. Derivadas de Orden Superior, ademas de ilustrar con ejemplos el proceso para
encontrar las derivadas de orden superior, contiene la teoria de maximos y minimos de una funcion real
de dos variables, destacando el criterio de la segunda derivada, el método de los multiplicadores de
Lagrange y sus aplicaciones (problemas de optimizacion).

Asi mismo, al final de cada capitulo se proponen los ejercicios correspondientes a los temas mas
relevantes de éste, cuyas respuestas se encuentran disponibles en el Apéndice C. Ademas, todas las
graficas mostradas en este libro fueron generadas con la aplicacion de escritorio de la version 6.0 de la
calculadora GeoGebra Clasico y GeoGebra 3D, que forman parte de la Suite Calculadora GeoGebra;
mas aun, en el Apéndice B, se describe como fueron utilizados ambos graficadores. También se cuenta
con el Apéndice A, que contiene formulas basicas de algebra y trigonometria, donde algunas de éstas
fueron aplicadas durante la resolucion de los ejemplos.

Por ultimo, se incluyen las referencias de donde fue inspirada la teoria de esta obra y surgieron
algunos de los ejemplos resueltos y los ejercicios propuestos, mismos que fueron adaptados y
desarrollados de manera diferente, con una explicacion mas detallada que los ejercicios originales.



Capitulo 1. Funciones de Varias Variables

1.1 Introduccién

Desde la educacidn basica en la que se aprende a contar y a realizar las operaciones aritméticas, hasta los
niveles medio y superior donde se estudian asignaturas mas avanzadas como algebra, trigonometria y
geometria analitica, juega un papel esencial el conjunto de los numeros reales. En particular, en el curso
de célculo, este conjunto es fundamental para definir y caracterizar las funciones que dependen de una o
mas variables, que son el principal objeto de estudio de este libro.

El conjunto de todos los nimeros reales, representado por R, esta constituido por los nimeros
racionales y los numeros irracionales. Los numeros racionales son aquellos que pueden expresarse como

. ey a f 1 3 1 16 7 21 .
un cociente o division de enteros -, con b # 0, por ejemplo, — -, -, — 7, Que tienen a su vez

4’ 2’55’10’
una representacion decimal finita o infinita periddica, es decir:

1 _03333...2=0.75-2=-05,2%=0.290909090 ..., =~ = 0.7,
3 2 55 10

4

—% = —1.6153846153846153846 ...

Ademas, dentro del conjunto de los nimeros racionales se encuentran incluidos todos los nimeros
enteros. Por otro lado, los nimeros irracionales no se pueden expresar como una division de enteros y
tienen una representacion decimal infinita no periddica, por ejemplo:

V2 = 1.41421356237 ..., = 3.14159265359 ...,e = 2.71828182846 ...,

—/3 = —=1.73205080757 ... ,= = 1.0471975512 ... ,—e? = —7.38905609893 ...
3

. . 50 , .
Es importante destacar que, expresiones tales como o' 5 v—1,+/=2 no son nimeros reales. Mas
ejemplos de nimeros reales son:

—9.0,117, ; 195 -6.85, 72, /18, —/5, 2, sen(20), In(56).

4
Mientras que, no son nimeros reales:

V=3,v/-7, %, %, In(0), In(—3), oo, —0.
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Todos los numeros reales pueden representarse geometricamente en la recta numérica, asociando
a cada namero real un punto sobre la recta, como se muestra en la figura 1.1.

Figura 1.1 Representacion geométrica de algunos nimeros reales

E C
———— &

A
2 % 4

o |
@

-6 5 -4 -3 ErRANNS i) 1

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Donde el punto A esta asociado al nimero 3, el punto B esta asociado a —%, el punto C esta

asociado a v/2, el punto D le corresponde a —, el punto E es a § y F a —1.65. (Swokowski y Cole,
2009).

Los principales subconjuntos de numeros reales son los intervalos, los cuales son acotados cuando
los nimeros reales que los conforman se encuentran comprendidos entre dos nimeros reales dados,
digamos a y b, con a < b (a menor que b), conocidos como extremos del intervalo; mientras que los
intervalos no acotados son aquellos donde s6lo uno de sus extremos es un nimero real, esto es, sus
elementos son nimeros reales mayores que un namero real dado, digamos a, 0 menores que un nimero
real dado, digamos b. De este modo, considerando a, b numeros reales tales que a < b, se definen a
continuacion los diferentes tipos de intervalos, acotados y no acotados, junto con su notacion de conjunto
Yy Su representacion geométrica.

Intervalos acotados

Intervalo abierto (a, b): Es el conjunto de los nimeros reales mayores que a y menores que b, de modo
que a y b no estan dentro del intervalo. En notacion de conjunto se escribe (a, b) = {x € R|a < x < b}.
El conjunto anterior se lee: “El conjunto de los x que pertenecen a R tal que a es menor que x y x €s
menor que b”.

Intervalo cerrado [a, b]: Es el conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que a y menores
o0 iguales que b, de modo que a y b si estan dentro del intervalo. En notacion de conjunto se escribe
[a,b] = {x € R|a < x < b}. El conjunto anterior se lee: “El conjunto de los x que pertenecen a R tal
que a es menor o igual que x y x es menor o igual que b”.

Intervalo semi abierto por la izquierda (a, b]: Es el conjunto de los nimeros reales mayores que
a y menores o iguales que b, de modo que a no esta dentro del intervalo, pero b si. En notacion de
conjunto se escribe (a, b] = {x € R|a < x < b}. El conjunto anterior se lee: “El conjunto de los x que
pertenecen a R tal que a es menor que x y x es menor o igual que b”.

Intervalo semi abierto por la derecha [a, b): Es el conjunto de los nimeros reales mayores o
iguales que a y menores que b, de modo que a si estd dentro del intervalo, pero b no. En notacion de
conjunto se escribe [a, b) = {x € R|a < x < b}. El conjunto anterior se lee: “El conjunto de los x que
pertenecen a R tal que a es menor o igual que x y x es menor que b”.

Ademas, en cada uno de los intervalos acotados, a es el extremo izquierdo del intervalo y b es el
extremo derecho de este. Ver los ejemplos correspondientes en la tabla 1.1.



Tabla 1.1 Ejemplos de intervalos acotados

Intervalo | Notacion de conjunto Representacion geométrica
(=2,2) fxeR|—2<x<2} e o s X o ra T i
[_5’3] {x € ]Rl - 5 S x S 3} -‘--E -=ﬁ -2 =3 =& =1 L] 1 2 E 4 -] i éd-

(—4,-1] {xeR—-4<x<-1} g

[0,5) {x e R|0 < x < 5} - » 9 8;.1

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Intervalos no acotados
Anélogamente, se definen en notacién de conjunto los intervalos no acotados.
(a,») = {x € R|x > a} es el conjunto de todos los nimeros reales mayores que a.
[a, ) = {x € R|x = a} es el conjunto de todos los nimeros reales mayores o iguales que a.
(—o0,b) = {x € R|x < b} es el conjunto de todos los nimeros reales menores que b.
(—o0,b] = {x € R|x < b} es el conjunto de todos los nimeros reales menores o iguales que b.
Notese que, cuando el extremo derecho del intervalo es oo 0 el extremo izquierdo es —oo, dichos
extremos no se encuentran dentro del intervalo por no ser nimeros reales y, en consecuencia, en la
notacion de intervalo estos extremos se rodean siempre con un paréntesis. Ademas, el conjunto de todos

los nimeros reales también puede denotarse como el intervalo no acotado (—oo, ). Ver los ejemplos en
latabla 1.2.

Tabla 1.2 Ejemplos de intervalos no acotados

Intervalo Notacion de conjunto Representacion geométrica
(0,0) {x € R|x > 0} - . e
[~4, ) x € Rlx = —4} % = % 3 2 4 0 1 I 3 4 5 'LE:'E
(—0,2) {x € R|lx < 2} ‘>
(—oo, _1] {x € Rlx S _1} ﬁ . 4 =2 a2 3 0 1 2 3 4 5 s‘

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico
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Una vez que se ha definido el conjunto de numeros reales, R, asi como sus principales
subconjuntos, los intervalos, los cuales se utilizan en el curso de Calculo de una Variable para representar
el dominio y el rango de una funcion real de una variable, se esta en posicion de definir conjuntos méas
generales a partir de R, que se ocuparan mas adelante para expresar el dominio y el rango de funciones
de varias variables. Dichos conjuntos son de la forma R™, donde n es un nimero entero positivo (nimero
natural), que se define como el conjunto de todas las n-adas ordenadas de nimeros reales. En notacion
de conjunto se escribe R™ = {(xy, x5, ..., Xp) | X1, X3, ..., X, € R}. En el caso particular en que n = 2, R?
es el conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales, los cuales pueden representarse en el
plano cartesiano. En notacién de conjunto se expresa por R? = {(x,y)|x,y € R}. Graficamente el
conjunto R? queda representado por todo el plano cartesiano, como se muestra en la figura 1.2.

Figura 1.2 Representacion del conjunto R? (plano cartesiano)

-
o

Y

- N W s> >

X
A 29T 8 7 5 5 % 3 2 0] 1 2 3 45 & 7 F 8 ezt
-1
-2
-3
4
-5
5

d |

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Algunos ejemplos de elementos de R? (pares ordenados de coordenadas reales) son los siguientes:
(8,0),(1,1),(0,5),(—3.5,2.1),(—8,0), (— % — g) ,(—m, —2m), (0,—5), pares ordenados que pueden
asociarse con su respectivo punto ubicado en el plano cartesiano, como se muestra en la figura 1.3.

Figura 1.3 Ejemplos de elementos de R? (pares ordenados)

Y

- N W e o>

.
-

~
-14 =

4121294110 -% -8 -T -6 -5 4 -3 -2 10 1 2 3 4 58 8 T & 9 10 11 12 13 4

_,vv

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

Ademas, cualquier conjunto de pares ordenados de coordenadas reales define un subconjunto de
R?2; por ejemplo, el conjunto de los pares ordenados (x, y) tales que x > y es un subconjunto de R? y su
notacion de conjunto es {(x, y) € R?|x > y}. Su representacion geométrica se muestra en la figura 1.4.



Figura 1.4 Representacion grafica del conjunto {(x, y) € R?|x > y}

Ty

- N W e = o>

Ml 2103 8 7 % 5 <3 =2 _1',0" 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 1;'1
P
"
-3
T
-
-

-7y

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

Donde la parte sombreada de azul es la porcion del plano cartesiano que representa al conjunto
en cuestion. Notese que la linea punteada indica que se excluye la recta identidad y = x. Algunos
elementos de dicho conjunto son los pares ordenados:

(0.5,0.45), (5,3.7),(—2,-2.5),(0,-5),(3,-2),(-5,—-6), (4, —4), (47r, — g) donde la coordenada x
cumple con ser mayor que la coordenada y. Ver la figura 1.5.

Figura 1.5 Ejemplos de elementos del conjunto {(x,y) € R?|x > y}

K

- N W e = >

“/l',"l 044 852,14 o
14-13-12-11-10 -8 -8 -7 6 -5 —4 -3 -2 -13] 4 2 3 & 5 & 7 & 9 10 11 42 13 14

|

-Z_ . .“

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Un segundo ejemplo de subconjunto de R? es el conjunto de los pares ordenados (x, y) tales que
x% + y? = 16 y su notacion de conjunto es {(x,y) € R?|x? + y? = 16}. Su representacion geométrica
se muestra en la figura 1.6.
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Figura 1.6 Representacion grafica del conjunto {(x,y) € R?|x? + y% = 16}

W

s
1°2.:3 8 6 7 & 9 10 11 12 13 14

AR A3 =12 =t =10 B =8 =T -0 -5 -

-

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

La circunferencia azul con centro en el origen (0,0) y radio 4, es la curva que representa al
conjunto en cuestién. Algunos elementos de dicho conjunto son los pares ordenados:

(410)t (_4t0)t (014)t (0! _4)r (3; \/7), (_3, \/7), (_\/7, _3), (\/7, —3)

En el caso en que n = 3, R3 es el conjunto de todas las ternas ordenadas de niimeros reales, que
pueden representarse en el espacio (sistema de coordenadas tridimensional). En notacion de conjunto se
escribe R® = {(x, v, z)|x, v, z € R}. Graficamente el conjunto R? queda representado por todo el espacio
0 sistema de coordenadas tridimensional, como se muestra en la figura 1.7.

Figura 1.7 Representacion del conjunto R3 (sistema de coordenadas tridimensional)

8 &
7
3
5
4
4 3 oM,
L0, o 510
3 2 e -
"’1-,‘-6 8 s '_(,5- >
,,.V‘_._“ s 1 3 _f‘(_,-
SR gt e R
E i"b_ﬁ;f'l =
W g e S
" 1 -~3
+ B0 .1 »
8 e -2 39
9 B, 2 10
14 10— —a!

b 3

: a
5

Fuente: Elaboracion propia con GeoGebra 3D

Donde, el eje x es el de color rojo, el eje y es el de color verde y el eje z es el de color azul; este
ualtimo tendrad siempre una orientacion vertical, perpendicular a los otros dos ejes. Ademas, los ejes
coordenados x y y forman el plano coordenado xy, cuya ecuacion es z = 0; los ejes coordenados x y z
forman el plano coordenado xz, de ecuacion y = 0; los ejes coordenados y y z forman el plano
coordenado yz, de ecuacion x = 0. Ver la figura 1.8.
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Figura 1.8 Representacion del conjunto R3 (sistema de coordenadas tridimensional)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

El plano naranja representa el plano coordenado xy, de ecuacion z = 0. Analogamente, el plano
morado representa el plano coordenado xz, de ecuacion y = 0; mientras que, el plano azul es el plano
coordenado yz, de ecuacion x = 0. Para recordar la ecuacion de cada uno de los planos coordenados,
notese que ésta se construye igualando con 0 la variable que corresponde al eje que no forma al plano en
cuestion.

Algunos ejemplos de elementos de R3 son las siguientes ternas ordenadas de coordenadas
reales: A = (4,6,5),B = (4,0,0),C = (0,0,0),D = (4,6,0),E = (0,6,0), F = (4,0,5),G = (0,0,5),H =
(0,6,5), mismas que, en este caso, se corresponden con los vértices del paralelepipedo dado en la figura
1.9.

Figura 1.9 Ejemplos de elementos de R3 (ternas ordenadas)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Notese que, el punto € = (0,0,0) es el punto de interseccion de los tres ejes coordenados,
conocido como el origen de coordenadas o simplemente origen del sistema de coordenadas
tridimensionales; el punto B = (4,0,0) esté sobre el eje x, E = (0,6,0) esté sobre el eje y, G = (0,0,5)
esta sobre el eje z; el punto D = (4,6,0) esta sobre el plano xy, F = (4,0,5) esta sobre el plano xz, H =
(0,6,5) sobre el plano yz. Finalmente, el punto A = (4,6,5) esta ubicado en la region del espacio
determinada por la parte positiva de los tres ejes coordenados, conocida como el primer octante.
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Asi mismo, se pueden identificar otros siete octantes del siguiente modo: El segundo octante es
la region del espacio determinada por la parte negativa del eje x y la parte positiva de los ejes y y z; el
tercer octante esta determinado por la parte negativa de los ejes x y y y la parte positiva del eje z; el
cuarto octante, por la parte positiva de los ejes x y z y la parte negativa del eje y. Luego, el quinto octante
es laregion del espacio ubicada debajo del primer octante, el sexto octante es la region debajo del segundo
octante, el séptimo octante esta debajo del tercero y, el octavo octante, debajo del cuarto. A continuacion,
se presentan mas ejemplos de ternas ordenadas representadas con su respectivo punto en el sistema de
coordenadas tridimensional, donde cada punto pertenece a uno de los diferentes octantes.

A=(343),B=(-356),C=(-3,-45),D =(4,-43),E = (3,4,-3),
F =(-52,-2),6 =(-3,-5,-2),H = (4,-2,-3)

Especificamente, el punto A pertenece al octante I, B pertenece al octante Il, C al octante Ill, D
al octante 1V, E al octante V, F al VI, G al VIl y H al VIII. Ver la figura 1.10(a)-(c).

Figura 1.10 (a) Elementos de R3 ubicados en los octantes del I al IV

C en octante Il

L Y B en octante ||
z
®
5
4
D en octante IV
o 3
A0 : 2 Aenoctante| g%
——— - e
y 55
;_é VG

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Figura 1.10 (b) Elementos de R3 ubicados en los octantes del V al VIII

-3

H en octante V|

Gen Qgtameg’\/ll

i
i

i
F en octante VI

E en octante V

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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Figura 1.10 (c) Elementos de R® ubicados en los diferentes octantes

B en octante |l

*

i
!

F en octa\ﬁte Vi

E en octante V

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Mas aun, cualquier conjunto de ternas ordenadas de coordenadas reales define un subconjunto de
R3; por ejemplo, el conjunto de las ternas ordenadas (x,y,z) tales que x? +y? +z2 =1 es un
subconjunto de R3 y su notacion de conjunto es {(x,y,z) € R3|x? + y? + z? = 1}. Su representacion
geométrica se muestra en la figura 1.11.

Figura 1.11 Representacion grafica del conjunto {(x,y,z) € R3|x? + y% + z? = 1}

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

La esfera azul con centro en el origen (0,0,0) y radio 1, es la superficie que representa al conjunto
en cuestion.  Algunos elementos de dicho conjunto son las ternas ordenadas

(01011)1 (11010)1 (01110)1 (O) _110)1 (_11010)1 (_ %1%1 %) ) (%; - %; %)

Una vez definidos los conjuntos IR™, se esta en condiciones de establecer el concepto méas
importante del calculo, que es el concepto de funcién.

1.2 Funciones de varias variables

Al calcular el area A de un rectangulo de base b y altura h, la formula dada por A = bh representa una
funcion donde el area depende de la base y la altura. De manera semejante, la velocidad v con que se
desplaza un automavil depende de la distancia d recorrida y el tiempo t empleado para recorrer dicha
distancia, relacion que se expresa por v = d/t. Asi mismo, la presion P de un gas en un punto (x,y, z)
del espacio tridimensional es una regla de correspondencia entre la presion y las tres coordenadas del
punto, donde la presién P varia conforme cambian los valores que toman x, y y z. En los tres casos, las
situaciones indicadas son ejemplos de funciones reales de varias variables.
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En esta seccion se estudia la definicion mas importante del célculo, que es la definicion de
funcidn, haciendo distincion entre funciones de una y varias variables, asi como entre funciones de
valores reales y funciones de valores vectoriales, lo cual se ilustra mediante ejemplos.

1.2.1. Definicién de funcion

Sean R™ y R™ dos conjuntos, donde n y m son ndmeros enteros positivos (n,m > 1). Se define una
funcion f de R™ en R™, f: R™ — R™, como una regla de correspondencia que asigna a cada elemento
P de R™ un unico elemento w de R™, tal que w = f(P). De este modo, w = f(xq, x5, ..., x,) para P =
(%1, %2, .., X,) € R, donde xq,x,...,x, Son las variables independientes y w es la “variable”
dependiente de la funcion f. Si n =1, entonces P es una variable, digamos por ejemplo x, en
consecuencia f(P) = f(x); sin = 2, entonces P es un par ordenado, digamos P = (x,y), luego f(P) =
f(x,y); si n =3, entonces P es una terna ordenada, digamos P = (x,y, z), en consecuencia f(P) =
f(x,y,z). Andlogamente, si m = 1, entonces w es un numero real, dado por una expresion algebraica
(donde se combinan constantes y variables mediante las operaciones basicas de suma, resta,
multiplicacién, division, potenciacion y radicacién) o por una expresion trascendente (que involucra
funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas). Si m = 2, entonces w es un par ordenado o
vector de dos componentes que estan definidas mediante una funcion algebraica o trascendente; si
m = 3, entonces w es una terna ordenada donde cada coordenada o componente esta definida mediante
una funcion algebraica o trascendente.

1.2.2 Funciones de la forma f: R" - R™
En general, la funcion f: R™ - R™ es una funcién de una variable si n = 1 y es una funcion de varias
variables sin > 1. Ademas, se dice que es una funcion que toma valores reales sim = 1y es una funcién

que toma valores vectoriales si m > 1. Por lo tanto, f: R™ — R™ con n,m > 1, es una funcién de varias
variables con valores vectoriales y se denota por:

f(x1, %2, 0, xp) = (fl(xl,xz, v X )y f2 (%1, X2, vy X)),y wons fir (X1, X2, ...,xn))
O bien, por:
fP) = (fi(P), fo(P), .., fu (P)),
donde P = (x4, %3, ..., xn) E R™ Y fi, f5, ..., frs SON las funciones componentes de f.

A continuacion, se muestran ejemplos de funciones de la forma f: R" — R™, donde n,m son
nlmeros enteros positivos.

Tabla 1.3 Ejemplos de funciones de una variable

Funcién ' De donde a donde va Observacion

fx)=x fiR->R f s6lo depende de la variable x
(x es la variable independiente)

g = (,y?) g:R - R? g solo depende de la variable y
(y es la variable independiente)

hr) = 1 - h:R - R? h solo depende de la variable r
() = (?’Cosr’e ) (r es la variable independiente)
p(t) = (t2 = 5t + 1, Int,\t,t — 3) p:R - R* p s6lo depende de la variable t

('t es la variable independiente)

Fuente: Elaboracion Propia
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Notese que cada una de las funciones propuestas en la tabla 1.3 son evaluadas en elementos del
conjunto R™, conn = 1, donde R! = R; es decir, son evaluadas en nimeros reales. Asf, si se considera

., 1 , . - p
la funcion h(r) = (;, CoST, er), que depende unicamente de la variable r, ésta se puede evaluar en un
, e - . . . 1
namero real especifico sustituyendo la variable por dicho valor, por ejemplo h(2) = (E’ cos2, ez), esel

valor que toma la funcion h en r = 2, donde cada una de las coordenadas, %,cosz,ez, son numeros
reales; sin embargo, para r = 0, h(0) implicaria tener, en la primera coordenada, 0 en el denominador
de una fraccion, esto es, % lo cual no representa un nimero real. De aqui que, se intuye que la funcion h
NO debe ser evaluada en 0.

Tabla 1.4 Ejemplos de funciones de varias variables

Funcién De donde a Observacion
donde va
fxy)=x+y fiR? >R f depende de dos variables, x y y (x y y son las

variables independientes)

g, v) = (uv,u? — 3v) g:R? > R? g depende de dos variables, u y v (u y v son las
variables independientes)

F(x,y,2) = \/16 —xZ—y2 22 F:R®->R F d_epende_z de tres \{ariables, xX,yYz(x,yYzsonlas
variables independientes)

h:R3 > R3 h depende de tres variables, , s y t (r, s y t son las

1
— 2 _ r+2s-3t . - .
h(r,s,t) = (rs,cosr t.e ) variables independientes)

p(t,uw) = (t? — 5tu + 2u, tlnu, Vut,u — 3t) p:R? > R* p depende de dos variables, t y u (¢t y u son las
variables independientes)

Fuente: Elaboracion Propia

Notese que cada una de las funciones de la tabla 1.4 son evaluadas en elementos de R"™, con
n > 1; es decir, son evaluadas en n-adas ordenadas de numeros reales. Si se considera la funcion
F(x,y,z) = /16 — x2 — y2 — z2 que depende de las variables x, y y z, ésta se eval(a en ternas
ordenadas de nimeros reales (x,y, z), esto es, en elementos de R3. Por ejemplo, evaluar la funcién F en
(0,0,0) significa reemplazar las variables por 0, llegando a que F(0,0,0) = 4. Por otro lado, la funcion
F no toma un valor real cuando se evalia en la terna (5,0,0), puesto que F(5,0,0) =
V16 — 25 — 0 — 0 = v/—9 NO es un nmero real.

Tabla 1.5 Ejemplos de funciones de valores reales

Funcién \ De donde a donde va Observacion
fx)=x fiR->R f toma valores reales
gu,v) = u? + v? g:R? > R g toma valores reales

F:R®-> R F toma valores reales

F(x,y,z) =\/16—x2—y2 —z2

h(r,s,t,u) = cost — 3sr? + 2u hR*-> R h toma valores reales

Fuente: Elaboracion Propia

Notese que cada una de las funciones de la tabla 1.5 toma valores en el conjunto R™, conm = 1;
esto es, toma valores reales, puesto que cada funcién esta definida mediante una expresion algebraica o
trascendente o mediante operaciones entre estas.

Si se considera la funcion h(r,s,t,u) = cost — 3sr? + 2u, que depende de las variables
T, s, t, u, ésta se evalGa en elementos de R* de la forma (7, s, t,u), de modo que el valor que toma la
funcidén es un namero real. Por ejemplo, evaluar la funcién h en el punto (3,2,0, —1) significa sustituir
r=3,s=2,t=0,u=—1,esdecir:
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h(3,2,0,—1) = cos0 —3(2)(3)* +2(—-1) =1—-54—2 = =55

que da como resultado un namero real. Analogamente, se pueden evaluar las otras funciones de la tabla
anterior y, en cada caso, se espera que la funcion tome valores reales. Por ejemplo: f(7) = 7 es un
nimero real, g(—1,3)=(-1)2+3)?=1+9=10 es un nGmero real y F(2,—13) =
V16 — (2)2 — (—1)2 — (3)2 = V16 — 4 — 1 — 9 = v/2 es un namero real.

Tabla 1.6 Ejemplos de funciones de valores vectoriales

Funcién De donde a donde va Observacion
fO)=0.y») f:R - R? f toma valores vectoriales
g, v) = (uv,u? — 3v) g:R? > R? g toma valores vectoriales

1 ¢ F:R- R3 F toma valores vectoriales
F(t) = ?,cost,e
1 .3 3 ;
h(r,s,t) = (_'Cosrz _ t,er+25_3t) hR® >R h toma valores vectoriales
rs
p(t,u) = (t? — 5tu + 2u, tinu, Vut) p:R? > R3 p toma valores vectoriales

Fuente: Elaboracion Propia

Notese que cada una de las funciones de la tabla 1.6 toma valores en el conjunto R™, conm > 1;
esto es, toma valores vectoriales, puesto que cada funcion esta definida mediante una m-ada ordenada o
vector de m componentes. Si se considera la funcion

p(t,w) = (£ — 5tu + 2u, tinu,Vut)

que depende de las variables ¢,u, ésta se evalla en elementos de R? de la forma (t,u), de modo que la
funcion toma valores en R3; es decir, la funcion p toma valores que ya NO son nlimeros reales sino
vectores de tres coordenadas o componentes que, a su vez, son las funciones:

p.(t,u) = t? — 5tu + 2u
p,(t,u) = tinu

p3 (t, u) = \/E

De este modo, evaluar la funcion p significa evaluar cada una de sus funciones componentes.
Luego, en el par ordenado (1,1) se tiene lo siguiente:

p(1,1) = (D2 = 5(D() + 2(1), (VIn(D), /D D) = (-2,0,1)

Donde p(1,1) = (—2,0,1) es un elemento de R3 que corresponde al valor de la funcién en (1,1). Se debe
tener cuidado en cémo elegir los pares ordenados (t, u) para que todas las funciones componentes de p
estén bien definidas, esto es, tomen valores reales. Por ejemplo, en el par ordenado (0,0) las funciones
componentes p, Y ps si toman valores reales (estan definidas), de hecho, ambas toman el valor de 0;
mientras que la funcién componente p, no toma un valor real, debido a que el logaritmo natural se
indefine en 0. Se concluye que no es conveniente evaluar la funcion p en (0,0).
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Analogamente, evaluando las otras funciones de la tabla anterior en elementos adecuados, se llega
a lo siguiente:

1 1 [(1)\? 11
f (E) = (E' (E) ) = (E'Z) es un par ordenado o un vector de dos componentes reales.

g(—=1,3) = ((—1)(3), (-1D?% - 3(3)) = (—3,—8) es un par ordenado o un vector de dos componentes
reales.

1 1
F(m) = (;, COST, e”) = (;, -1, e") es una terna ordenada o un vector de tres componentes reales.

1

11y _ [ 1 1 2+42(3)-3(3) )\ _ 1
h (2,5,5) = (@ cos(2)? — e ) (3)> = (1, cos4 -, ez) es una terna ordenada o un vector

de tres componentes reales.
Tabla 1.7 Ejemplos de funciones de varias variables con valores vectoriales

Funcién De donde a donde va Observacion
g, v) = (uv,u? — 3v) g:R? > R? g es una funcion de dos variables con valores
vectoriales. Los valores que toma la funcién son
pares ordenados o vectores de dos componentes

hR3 > R3 h es una funcién de tres variables con valores
vectoriales. Los valores que toma la funcién son
ternas ordenadas o vectores de tres componentes

1
h(r,s, t) = (—,cosr2 - t,er+25‘3t>
rs

p(t,u) = (t? — 5tu + 2u, tinu, Vut) p:R? > R3 p es una funcion de dos variables con valores
vectoriales. Los valores que toma la funcion son
ternas ordenadas o vectores de tres componentes

F:R3 - R? F es una funcion de tres variables con valores
vectoriales. Los valores que toma la funcién son
pares ordenados o vectores de dos componentes

1
F(x,y, Z) — (E' ex+2y—32)

Fuente: Elaboracion Propia

Notese que, cada funcion de la tabla 1.7 es evaluada en elementos de R™, con n > 1; es decir, es
evaluada en n-adas ordenadas de nimeros reales. Ademas, cada funcion toma valores en el conjunto R™,
con m > 1; esto es, toma valores vectoriales, puesto que cada una esta definida mediante una m-ada
ordenada o vector de m componentes. Por ejemplo, la funcion g(u, v) = (uv,u? — 3v) depende de dos
variables u y v, esta definida por las funciones componentes: g,(u,v) = uv y g,(u,v) = u? — 3v.
Dicho de otro modo, a la funcién g “entra” un par ordenado (u, v) y “sale” otro par ordenado de la forma

(gl (u, U), 9> (u! U))

Luego, para el par ordenado (1, —2) se tiene lo siguiente:

9(1,-2) = ((D(-2),(1)? =3(-2)) = (-2,7)

Donde g(1,—2) = (—2,7) es un elemento de R? que corresponde al valor que toma la funcién g
en (1,—2). En el caso particular de la funcién g podemos observar que sus dos funciones componentes
g1 Y g estan bien definidas (toman valores reales) en cualquier elemento (u, v) de R2.
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1.3 Elementos de una funcion: Dominio y Rango

Una vez estudiada la definicion de funcion, es el turno de analizar los elementos que la caracterizan, que
son el dominio y el rango, conjuntos que se construyen a partir de los conjuntos R™. En la seccion anterior
se pudo percibir que las funciones de la forma f: R™ — R™ son tales que R™ contiene a los elementos
que “entran” a la funcion, es decir, los elementos donde ésta puede ser evaluada, que no necesariamente
significa que sean elementos donde la funcidn esté definida, recordemos por ejemplo qué pasa al evaluar
la funcion F(x,y,z) = /16 — x2 — y2 — z2 en (5,0,0), se vio que aunque (5,0,0) es un elemento de
R3, F(5,0,0) no esta definida (no es un nimero real); mientras que, R™ contiene los elementos que
“salen” de la funcion, o bien, los valores que la funcion toma después de ser evaluada, que ya se ha visto
que pueden ser valores reales o vectores.

1.3.1 Definicién de dominio y rango de una funcion

Si f:R™ - R™ es una funcidn cualquiera, se define a continuacion su dominio y rango.
Dominio de f: Es el conjunto de todos los valores P € R™ para los cuales f(P) existe.
Domf = {P € R"|f(P) existe}

Asi, el dominio de f consta de los elementos de R™ que “entran” a la funcion pero que son tales
que f evaluada en dichos elementos esta bien definida, esto es, tales que el valor que “sale” de la funcion
es un elemento de R™. Luego, el dominio también puede expresarse por:

Domf = {P € R"*|f(P) € R™}
Rango de f: Es el conjunto de todos los valores posibles f(P) € R™, donde P esta en el dominio de f.
Ranf = {f(P) € R™|P € Domf}

De este modo, el rango de f consta de los elementos de R™ que “salen” de la funcion cuando ésta
es evaluada en elementos de su dominio.

1.3.2 Ejemplos de funciones de la forma f: R® - R™ donde se determina su dominio y rango

En la tabla 1.8 se muestran ejemplos de funciones que dependen de una o varias variables con valores
reales o vectoriales, junto con su dominio y rango.

Tabla 1.8 Dominio y rango de funciones de la forma f: R* - R™

Funcion | Dominio | Rango
@fx)=5 Domf = (—o,0) =R Ranf = {5}
(b) f(x) =x Domf = (=%, ) Ranf = (=, )
©) f(x) = x? Domf = (=, ) Ranf = [0, )
(d) fx) =Vx Domf = [0, ) Ranf = [0, )
@) f(x) :i Domf = (—00,0) U (0, ) Ranf = (—,0) U (0, o)
O fx,y)=x+y Domf = R? Ranf =R
@ fey) =7 Domf = {(x,y) € R*|y # 0} Ranf = R
(h) f(e,y) =16 —x* —y? Domf = {(x,y) € R?|x? + y? < 16} Ranf = [0,4]
() f(x,y,2) = (62 +y* +22)~/2 | Domf Ranf = (0, o)
={(xy,2) € R®|(x,y,2) # (0,0,0)}
0 fxy) =,x) Domf = R? Ranf = R?
K) f(x) = (x,x?) Domf =R Ranf = {(u,v) € R?*|v = u?}
() fGx,7,2) = (x2,2) Domf = {(x,y,2) € R®|xyz # 0} Ranf = {(u,v) € R*juv = 1}
M) fCoy) = (Ve=Lrt+y==) | Pomf ={(ey) ER*x = 1) Ranf e s 00 < < 1)
() f(x,y,2) = (exy, vz, lny) Domf = {(x,v,z) € R®|y > 0,z = 0} Ranf
={(w,v,w) € R3u>0,v = 0}

Fuente: Elaboracion Propia
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Ademas, las funciones de los incisos (a), (b), (c), (d), (e) y (k), son funciones de una variable;
mientras que las funciones de los incisos (f), (g), (h), (i), (), (1), (m) y (n), son funciones de varias
variables. Las funciones de los incisos (a), (b), (c), (d), (e), (f), (g), (h), (i) son funciones de valores reales;
mientras que, las de los incisos (j), (k), (1), (m), (n), son funciones de valores vectoriales.

Analizaremos a detalle algunos de los incisos de la tabla 1.8.

1

€ f(x) =~

X

En este caso, f: R — R es una funcion de una variable, x, que toma valores reales. Como la
funcion esta definida mediante una fraccién, su dominio son todos los numeros reales excepto aquellos
donde el denominador vale 0; es decir, es el conjunto de todos los nimeros reales distintos de 0. Ademas,

como para x > 0 se tiene que f(x) = i > 0y para x < 0 se tiene que f(x) = % < 0, la funcién toma
cualquier valor real excepto 0. Por lo tanto, el dominio y el rango coinciden:

Domf = Ranf = {x € R|x # 0} = (—0,0) U (0, ).

() F(x,) = V16— %7 37

En este caso, f: R?* — R es una funcién de dos variables, x y y, que toma valores reales. Como
la funcion esta definida mediante una raiz cuadrada, la condicidn para que ésta exista (sea un namero
real) es que la expresion que se encuentra dentro de la raiz cuadrada sea mayor o igual a cero; es decir,
que 16 — x? — y% > 0. Equivalentemente: x? + y? < 16. De este modo, el dominio de esta funcion esta
constituido por todos los pares ordenados de la forma (x,y) € R? tales que x? + y? < 16. Por ejemplo,
los pares ordenados (0,0), (0,4), (4,0), (—4,0), (0,—4), (3,1), (—1,—3) estan en el dominio de la
funcion, mientras que (—5,0), (0,5), (4,1), (—1,—4) no lo estan. Por otro lado, el valor mas pequefio
que toma la funcién es 0, y lo toma cuando x? + y? = 16; el mayor valor que toma es 4, y lo toma
unicamente en (0,0). De aqui que, el rango de la funcién dada es el intervalo cerrado [0,4]. Por lo tanto:

Domf = {(x,y) € R?|x? + y2 < 16} y Ranf = [0,4].

(K) f(0) = (x,x?)

En este caso, f: R — R? es una funcién de una variable, x, que toma valores vectoriales, cuyas
funciones componentes son: f;(x) = x y f>,(x) = x2. Luego, el dominio de la funcién son todos los
nimeros reales tales que tanto f; (x) = x como f,(x) = x? existan (sean nimeros reales); de este modo,
el dominio es el conjunto de los nimeros reales. Ademas, el rango es el conjunto de todos los pares
ordenados (u, v) € R? talesque u = f1(x) = x y v = f,(x) = x2. De aqui que: v = u?. Por lo tanto:

Domf = Ry Ranf = {(u,v) € R?|v = u?}.

(n) f(xl Y, Z) = (exyr \/E, lny)

En este caso, f: R® — R3 es una funcion de tres variables, x, y y z, que toma valores vectoriales,
cuyas funciones componentes son: f;(x,y,z) = e, f,(x,v,2) =z y f3(x,y,2z) = Iny. Luego, el
dominio de la funcién esta constituido por todas las ternas ordenadas (x,y, z) € R3 tales que cada una
de las funciones componentes exista (sea un namero real); asi, el dominio es el conjunto de todas las
(x,y,z) ER3 talesque z =0y y > 0, para que f5(x,y,z) =z Y f3(x,y,z) = Iny existan. Ademas,
el rango es el conjunto de todas las ternas (u,v,w) € R3 tales que u = fi(x,y,2z) =e*, v =
f(6,v,2) =vVzyw = f5(x,y,2z) = Iny; de aqui que, u > 0y v > 0.

Por lo tanto:

Domf ={(x,vy,z) € R3|y > 0,z = 0} y Ranf = {(u,v,w) € R3|u > 0,v = 0}.
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xy .
st (x,y)# (0,0
Consideremos ahora la funcion f(x,y) = {x2+y2 (x,y) # (0,0)

0 si (x,y)=(0,0)

Se trata de una funcion f: R? — R de dos variables, x y y, que toma valores reales. Es un ejemplo
de una funcion definida a trozos o por partes, cuyo dominio es todo R? y su rango es el intervalo [— % %]
En efecto: Por un lado, para todo (x,y) # (0,0) la funcién existe (es un nimero real) puesto que en esos

. _ o xy . - _ w1 _ WO _o_
pares ordenados: f(x,y) = ay7 PO ejemplo, f(1,1) = sz = 2 f(1,0) = D=1 0,

f(0,-1) = % = % = 0 son numeros reales. Por otro lado, cuando (x,y) = (0,0), se tiene que la

funcion también existe, pues por definicion vale 0; es decir, £(0,0) = 0. Notese que, esta Ultima parte se
obtiene de la segunda condicion de la definicion de la funcion, en ningin momento se tiene f(0,0) =

0 _ 9 ./ , Xy .
O 0E = o puesto que la funcidn estd dada por f(x,y) = g7 precisamente cuando (x,y) # (0,0).

1.4 Tipos de funciones: Polinomiales y Racionales

En esta seccion se contemplan Unicamente dos tipos de funciones, polinomiales y racionales, que son
generalizaciones de las funciones polinomiales y racionales que se estudian en el curso de Calculo de
una Variable.

1.4.1 Definicién de funcion polinomial, su dominio y ejemplos

En este tipo de funciones las variables siempre aparecen con exponente entero y positivo y las Unicas
operaciones algebraicas involucradas entre las variables son la suma y la multiplicacion; ademas, las
variables no aparecen como argumento de funciones trascendentes (funciones trigonomeétricas,
exponenciales y logaritmicas). En la tabla 1.9 se muestran algunos ejemplos de funciones polinomiales.

Tabla 1.9 Ejemplos de funciones polinomiales

Funcion Dominio Observacion
f(x)=5x3—3x2+7x+6 R Funcién polinomial de una variable
flx,y) =16 —x? — y? R? Funcién polinomial de dos variables
f(x,y,2) = x*y3z 4+ 5xy?z° — 2x?yz” — 3z R3 Funcion polinomial de tres variables
flt,u,v,w) =t? +u? +v? —w? R* Funcién polinomial de cuatro variables

Fuente: Elaboracion Propia
En general, el dominio de una funcién polinomial de n variables es R™,

Por otro lado, la tabla 1.10 contiene ejemplos de funciones que no son funciones polinomiales.



21

Tabla 1.10 Ejemplos de funciones que no son polinomiales

Funcion

o) =vx=x"

Dominio \
[0, 00)

Observacion
No es polinomial, porque interviene la raiz
cuadrada de la variable x. Aun cuando se
expresa como potencia, el exponente es una
fraccion (no es entero)

fooy) ===
x,y —y—

xy~1

{(x,y) € R*|y # 0}

No es polinomial, puesto que interviene una
division entre las variables. Aun cuando se
expresa como un producto, uno de los
exponentes es negativo

flx,y) =16 —x% — y?

{(x,y) € R?|x% + y% < 16}

No es polinomial porque interviene una raiz
cuadrada

flryz) =2 +y2+22)77 2

{(x,y,2) € R%|(x,y,2) # (0,0,0)}

No es polinomial porque aparece un
exponente fraccionario negativo

fl,y)=cosx—y+1 R2 No es polinomial porque aparece la expresion
“COS x”
f(x,y) = sen(x?* + y?) R? No es polinomial porque estd definida en

términos de la funcioén “seno”

f(x,y) =In(x —3y)

{(x,y) € R?*|x — 3y > 0}

No es polinomial porque esta definida en
términos de la funcion “logaritmo natural”

f(x,y,z) = % — 2xy? + 4z

R3

No es polinomial porque aparece la expresion
“ex_’yz”

Fuente: Elaboracion Propia

1.4.2 Definicién de funcion racional, su dominio y ejemplos

Las funciones racionales se expresan como una division de funciones polinomiales. Algunos ejemplos
de funciones racionales se muestran en la tabla 1.11.

Tabla 1.11 Ejemplos de funciones racionales

Funcion Dominio Observacion

Flx) = 1 (—00,0) U (0, 0) Es una funcion racional de una variable
- X
Fx,y) = x {(x,y) € R?|y # 0} Es una funcion racional de dos variables
' y

_ xy {(x,y,2) € R3|(x,y,2) # (0,0,0)} Es una funcién racional de tres variables

fy2)=5—T757T3
xc+y - +z
2-3xy+5y° Hxt 2 Es una funcién racional de cuatro variables

F(w,x,y,2) = Xx4+:i’z_:wz {(w,x,y,2) € R*|x* + 4z* — 2w # 0}

Fuente: Elaboracion Propia

Mientras que, en la tabla 1.12 se muestran ejemplos de funciones que no son funciones racionales.

Tabla 1.12 Ejemplos de funciones que no son racionales

Funcién Dominio \ Observacién
flx,y) = ’2‘y _ {(x,y) € R?|(x,y) # (0,0)} No es una funcién raciona_li puesto que el
vxTHyY denominador no es una funcién polinomial
Flx,y) = e —3xy+1 {(x,y) € R?|(x,y) # (0,0)} No es una funcién racio_rlal, puesto que el
x2+y? numerador no es una funcion polinomial
Flx,y,2) = x3-5xy+2z—cos(x~y) {(x,y,2) € R3|x3 + y3 # 0} No es una funcién racio_rlal, puesto que el
x3+y3 numerador no es una funcién polinomial
F(x,y,2) = x5-5xy+2z {(x,y,2) € R®|x® +y° +2° >0} | No es una funcion raciona_ll puesto que el
In(x3+y3+23) denominador no es una funcién polinomial

Fuente: Elaboracion Propia
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En general, el dominio de una funcién racional de n variables es el conjunto de todas las n-adas
ordenadas de nimeros reales (elementos de R™) tales que no anulan (hacen cero) su denominador.

Es importante destacar que las funciones polinomiales y las funciones racionales siempre toman
valores reales.

1.5 Composicién de funciones

Se sabe que las funciones reales de una variable se pueden sumar, restar, multiplicar, dividir e incluso
elevar a una potencia o extraer una raiz, siendo el resultado una nueva funcion. Esto mismo ocurre para
las funciones de varias variables. Méas aun, existe una operacion, exclusiva de las funciones, que es la
composicion de funciones, que trae como resultado una funcion compuesta. Esta seccion esta dedicada
a definir este tipo de operacion entre funciones de varias variables.

1.5.1 Definicion de composicion de funciones

Sean g: R® - R™y f: R™ — R dos funciones cualesquiera. Se define la composicion de f con g como
la funcion fog:R™ - R¥ dada por (fog)(P)=f(g(P)), para todo P € Domg tal que
g(P) € Domf.

Observacion: Para que la composicion de f con g, f o g, en ese estricto orden esté definida, se
requiere que el nimero m de componentes de la funcion interna g coincida con el nimero m de variables
de la funcion externa f.

1.5.2 Ejemplos
1. Sean f(t) =t%y g(x,y) = x + 2y. Encuentra la composicion de f con g.

Solucion:

En este caso, se busca la composicion de f con g, f o g, que de acuerdo con la definicion implica
evaluar la funcion f en la funcion g, del siguiente modo:

(f © 9)(P) = f(g(P)) por la definicion 1.5.1

= f(g(x,y)) sustituyendo P = (x, y)

= f(x + 2y) sustituyendo g(x,y) = x + 2y

= (x + 2y)? evaluando f(t) = t?ent = x + 2y

paratodo P = (x,y) € R?, donde la evaluacion de las funciones se realiza de adentro hacia afuera; esto
es, iniciando con la funcion mas interna que, en este caso, es la funcion g(x,y) = x + 2y, para

posteriormente evaluar la funcién externa que, en este caso, es la funcion f(t) = t2.

De este modo, como la funcién interna g va de R? en Ry la funcion externa f va de R en R, se
tiene que la funcién compuesta f o g va de R? en R y esta definida por:

(f e g)(x,y) = (x + 2y)? paratodo (x,y) € R2.

Enefecto, (f o g)(x,y) = (x + 2y)? esuna funcién de dos variables con valores reales. Ademas:
Domf = R, Domg = R? y Dom(f o g) = R2.

Més aun, es posible observar que la composicion en el otro sentido, g o f, no esta definida. Si
ahora la funcién interna es f y la funcion externa es g, se tiene que, en la primera, f: R - R™ conm =
1, mientras que, en la segunda, g: R™ - R con m = 2.



23
2. Sean f(x,y) = xy? + x*yy g(u,v) = (u + v,uv). Calcula f o g.
Solucion:

En este caso, g: R* —» R? es la funcién internay f: R?* — R es la funcién externa, por lo que su
composicion f o g esta definida y es la funcién f o g: R? —» R dada por:

(f e 9)(P) = f(g(P))

por la definicion 1.5.1

= f(g(u,v))

sustituyendo P = (u, v)

= f(u+v,uv)
sustituyendo g(u, v) = (u + v, uv)

= (u+v)(u)? + (u + v)?(uv)
evaluando f(x,y) = xy? + x?yenx =u+v,y = uv

O bien:  (fog)(w,v) = u3v? + u?v3 + udv + 2u?v? + uv3, para todo P = (u,v) € R

Ademés: Domf = Domg = Dom(f o g) = R?. Nuevamente, la composicion en el otro sentido, g o f,
no esta definida.

3. Sean g(t) = (et cost,t?) y f(x,y,z) = xy?z>. Encuentra fog y gof y sus respectivos
dominios.

Solucion:

Considerando primero g: R — R3 como la funcién internay f: R® — R como la funcion externa,
la composicion f o g esté definida y es la funcion f o g: R — R dada por:

(feo)® = f(9(®)

por la definiciéon 1.5.1,con P =t

= f(et, cost,t?)
sustituyendo g(t) = (ef,cost,t?)

= et(cost)?(t?)3
evaluando f(x,y,z) = xy?z3enx = e', y = cost, z = t?

= tbet cos?t
efectuando las potencias y acomodando factores

Es decir:
(f o g)(t) = t°e’ cos? t paratodo t € R.

Considerando ahora f: R* - R como la funcién internay g: R — R como la funcién externa, la
composicion g o f esta definida y es la funcion g o f: R® — R3 dada por:

9o Ny 2)=g(f(x,y,2)

por la definicion 1.5.1, con P = (x,y,z)

= g(xy?’z°)
sustituyendo f(x,y,z) = xy?z3
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= (e27°7*,cos(xy?2%), (xy?2%)?)
evaluando g(t) = (et cost,t?)ent = xy?z3

O bien:

(gof)x,y2) = (exyzzs, cos(xy?z3), (xy?z®)?) paratoda (x,y,z) € R.
Ademas:
Domf = R3, Domg = R, Dom(f o g) = Ry Dom(g e f) = R3.

En este caso, se tiene que f o g y g o f existen; sin embargo, f o g # g o f. Asi se tiene que, en
general, la composicion de funciones NO es conmutativa.

1.6 Gréaficas de Funciones

En esta seccion se centra la atencion en representar las funciones reales de dos variables de manera
grafica, lo cual, al igual que en el caso de funciones reales de una variable, sirve de apoyo para entender
mejor el comportamiento de las funciones. Se inicia recordando la definicion de grafica de una funcion
f:R = R, que en notacion de conjunto esta dada por:

graf (f) ={(x,y) € R*|y = f(x),x € Domf}

O bien:

graf(f) ={(x, f(x)) € R?|x € Domf}

Es decir, la gréfica de una funcién real de una variable esta constituida por todos los pares
ordenados de la forma (x,y), donde la primera coordenada, x, esta en el dominio de la funcién y la
segunda coordenada, y = f(x), es el valor que toma ésta en x. En general, la grafica es una curva que se
visualiza en el plano cartesiano.

Una técnica comun que se utiliza para realizar la grafica de una funciéon f: R — R es construir
una tabla vertical de dos columnas, donde en la primera columna se proponen los valores de x, tomados
del dominio de f; mientras que, en la segunda columna de la tabla, se van escribiendo los valores
obtenidos al evaluar la funcidn en el correspondiente valor de x de la primera columna, esto es, se escribe
el valorde y = f(x), formandose asi los pares ordenados (x, y), donde x € Domfyy = f(x), que serén
ubicados en el plano cartesiano. Se proponen tantos valores de x € Domf como sean necesarios para
determinar la gréfica de la funcion.

Por ejemplo, si se considera la funcion f(x) = x2, se ha visto anteriormente que su dominio es
todo R, y es posible determinar su grafica a partir de una tabla como la descrita previamente, como se
muestra en la tabla 1.13.
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Tabla 1.13 Tabla y grafica para la funcion f(x) = x?

-3 9
—-25] 6.25
=2 4
—15 2.25
-1 1
—0.5 0.25
0 0
0.5 0.25
1 1
1,5 2_25 f‘—” ~2-11-10 -9 -8 -7 -§ -6 -4 -3 -2 10 T 2 3 4 5 & 7T 0 ® OMTWVRQZIW '%
2 | 4 1
2.5 6.25
3 9

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

De este modo, la gréfica de f(x) = x? esta constituida por todos los pares ordenados de la forma
(x,x?%), donde x es cualquier nimero real, que se visualiza en el plano cartesiano como una parabola
vertical que abre hacia arriba con vértice en el origen. En notacién de conjunto:

graf(f) = {(x,x?) € R?|x € R}
1.6.1 Definicion de grafica de una funcion f: R?* - R

Se define ahora la gréafica de una funcion real de dos variables, esto es, la gréafica de una funcion de la
forma f: R? - R, como el conjunto de las ternas ordenadas (x,y,z) € R3 tales que (x,y) € Domf y
z = f(x,y). En notacién de conjunto, la gréfica de f se expresa por:

graf (f) ={(x,y,2) € R®|z = f(x,y), (x,y) € Domf}

O bien:

graf(f) = {(xy,f () € R*|(x,y) € Domf}

En general, la gréafica de una funcion real de dos variables es una superficie que se visualiza en el
espacio o sistema de coordenadas tridimensional.

Por otro lado, la técnica de tabular, empleada para graficar funciones reales de una variable, ya
no es Util para realizar la grafica de una funcion real de dos variables, sino que se hace uso de las
intersecciones de la superficie (gréfica de la funcion) con los planos coordenados xy, xz y yz 0, de ser
necesario, con planos paralelos a estos.

1.6.2 Definicion de traza de una funcion f: R? - R

La traza de una funcion de la forma f: R? — R es la curva de interseccion entre la gréfica de la funcion
(superficie) y los planos coordenados xy, xz y yz o con planos paralelos a estos.

Comunmente, las trazas son secciones conicas como pardbolas, elipses, hipérbolas y
circunferencias, pero también pueden ser puntos, rectas o graficas de funciones algebraicas y no
algebraicas (trascendentes). En la tabla 1.14, se muestra de manera resumida las conicas con su ecuacion
en forma candnica o estandar y su gréfica.
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Tabla 1.14 Conicas

Conica Ecuacién Canodnica Gréfica

Circunferencia | (x — h)? + (y — k)2 =12

Centro: (h, k)
Radio: r

Parabola Con eje paralelo al eje x (eje horizontal) y que abre hacia ¥ |owectr
la derecha

(y—k))=4p(x—h)conp >0
Vértice: (h, k)

Foco: (h+ p, k) —_—
Directriz.x =h—p

Con eje paralelo al eje x (eje horizontal) y que abre hacia | ¥
la izquierda ‘

(y—k) =4p(x—h)conp <0
Vértice: (h, k)

Foco: (h + p, k)
Directrizzx =h—p




Parabola

Ecuacion Canbnica
Con eje paralelo al eje y (eje vertical) y que abre hacia arriba
(x—h)?=4p(y—k)conp >0
Vértice: (h, k)

Foco: (h, k + p)
Directrizzy =k —p

Gréfica
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Con eje paralelo al eje y (eje vertical) y que abre hacia abajo
(x—h)?=4p(y —k)conp <0
Vértice: (h, k)

Foco: (h, k + p)
Directrizzy =k —p

&,

h.k)

Elipse

Con eje mayor paralelo al eje x (eje mayor horizontal)

(x-n)? | -k)? _
a2 + b2 =1

cona >byc?=a?-b?

Centro: (h, k)

Vértices: (h—a,k)y (h+a, k)
Focos: (h —c,k)y (h + ¢, k)
Longitud de eje mayor: 2a
Longitud de eje menor: 2b

(hrak)
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Conica Ecuacion Candnica Gréfica
Elipse Con eje mayor paralelo al eje y (eje mayor vertical)

(x-n)? | -k)? _
b2 a? =1

cona>byc?=a*—bh?

Centro: (h, k)

Veértices: (h,k —a)y (h, k + a)
Focos: (h,k—c)y (hk +¢)
Longitud de eje mayor: 2a
Longitud de eje menor: 2b

Hipérbola | Con eje transversal paralelo al eje x (eje transversal
horizontal)

(x-n)?  (-k)? _
a? - b2 =1

con c¢? = a? + b?

Centro: (h, k)
Vértices: (h —a, k) y (h+ a, k)
Focos: (h —c, k) y (h + ¢, k)

Con eje transversal paralelo al eje y (eje transversal vertical)

y-K?  (x-n)? _
Tz T pz 1

conc? = a? + b?
Centro: (h, k)

Vértices: (h,k —a)y (h,k +a)
Focos: (h,k—c)y (hk +¢)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

De este modo, la expresion x? + y2 = 16 es la ecuacion canonica de la circunferencia con centro
(h,k) = (0,0) y radio r = 4; mientras que la expresién x> —y2 =1 es la ecuacion candnica de la
hipérbola con eje transversal horizontal, con centro (h, k) = (0,0) y Vvértices (h—a,k) = (—-1,0) y
(h+ a, k) = (1,0). Ver las gréaficas en la figura 1.12(a)-(b).
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Figura 1.12(a)-(b) Graficas de dos conicas

a) Gréfica de la circunferencia x? + y? = 16
€Y y

¥

-7 -6 -5

o (-1.0)
7 6 -5 4 -3 -2

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

1.6.3 Ejemplos de graficas de funciones de la forma f: R?> - R

En esta seccidn se ocuparan las trazas para analizar las gréaficas de funciones reales en dos variables. En
primer lugar, se considerara la funcion f(x,y) = x? + y2, la cual es una funcién real de dos variables;
esto es, es una funcion que, efectivamente, va de R? a R. Ademas, es una funcion de tipo polinomial
cuyo dominio es todo R2. Para determinar las trazas con los planos coordenados xy, xz Yy yz, €s
conveniente expresar la funcion como una ecuacion de la forma z = f(x,y); en este caso, como z =
x% + y?, para, posteriormente, reemplazar en ésta alguna de las variables, x, y, o0 z, por 0, dependiendo
de cual sea la traza de interés. Si iniciamos con la traza con el plano xy (o simplemente, traza xy), se
sustituye la ecuacion de dicho plano en la ecuacion que define a la funcidn; es decir, se sustituye z = 0
en z = x? + y?2, obteniéndose que x2 + y? = 0, que s6lo se cumple para cuando ambas variables toman
el valor de 0; esto es, para x = 0y y = 0. De aqui que, la traza xy es un tnico punto, el (0,0), que se
muestra en la figura 1.13.
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Figura 1.13 Traza xy de f(x,y) = x* + y?2, en el plano xy

- pv.§
“14 =13 2121110 <8 «8 7 =6 =5 «4 =3 =2 -10] 1 2 3 4 6 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico
Para calcular la traza con el plano xz (o traza xz), se sustituye ahora y = 0, que es la ecuacion
del plano xz, en z = x% + y?, resultando z = x2. De este modo, la traza xz es una parabola en el plano
xz, tal como se muestra en la figura 1.14.

Figura 1.14 Traza xz de f(x,y) = x% + y?, en el plano xz

- ————————— S——— . v te—— T ————— ——
AL AT 12 <11 <10 <8 <8 <7 <6 <5 4 3 -2 «10 1 2 3 4 5 6 7 B8 9 10 M 12 13 14
-1
-2

\

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico
Para calcular la traza con el plano yz (o traza yz), se sustituye ahora x = 0, que es la ecuacion
del plano yz, en z = x% + y?, obteniéndose que z = y2. De aqui que, la traza yz es una parabola en el
plano yz, tal como se muestra en la figura 1.15.

Figura 1.15 Traza yz de f(x,y) = x? + y?, en el plano yz

N

A4 3121110 8 8 T & 5 4 3 Q2 20 t 2 3 4 5§ 8 7 8 8% 10 11 12 13 4
-1

w21

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico
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Para tener una idea mas clara de como se visualiza la grafica de la funcion analizada, conviene
considerar trazas paralelas con el plano xy, lo cual se puede lograr proponiendo para la variable z valores
distintos de 0. Por ejemplo, z = 1, representa la ecuacion de un plano paralelo al plano coordenado xy,
separado una unidad por encima de éste. Si se sustituye z = 1 en z = x? + y?, entonces se llega a que
x% + y? = 1, ecuacion que representa a la circunferencia con centro en (0,0) y radio 1. En otras palabras,
la traza con el plano z = 1 es la circunferencia, ubicada en dicho plano, de ecuacion x? + y2 = 1, como
se muestra en la figura 1.16.

Figura 1.16 Traza con el plano z = 1 de f(x,y) = x?> + y?,enel plano z = 1

7 ‘\"
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X
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

De manera analoga, si se sustituye z = 2 en z = x2 + y?, entonces se llega a que x? + y? = 2,
ecuacion que representa a la circunferencia con centro en (0,0) y radio v/2; es decir, la traza con el plano
z = 2 es la circunferencia, ubicada en dicho plano, de ecuacién x? + y2? = 2, como se muestra en la
figura 1.17.

Figura 1.17 Traza con el plano z = 2 de f(x,y) = x? + y?, enel plano z = 2
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

En general, siempre que se sustituye z = k,conk > 0,en z = x? + y?, resultax? + y? = k, que
es la ecuacion de la circunferencia con centro en (0,0) y radio Vk: asi, la traza con el plano z = k es la
circunferencia, ubicada en dicho plano, de ecuacion x? + y2 = k. Por otro lado, si se sustituye z = k,
con k < 0, en z = x2 + y2, resulta un absurdo o imposible; pues la expresion x2 + y? siempre toma
valores mayores o iguales a 0 (no negativos).
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Notese que las trazas obtenidas son conicas (con excepcion de la traza xy, que es un punto y no
una cénica) que se ubican en los diferentes planos coordenados, o en planos paralelos a los planos
coordenados; esto es, tienen dos dimensiones. Si ubicamos ahora dichas trazas en el sistema de
coordenadas tridimensional, quedarian como se muestra en la figura 1.18(a)-(f).

Figura 1.18(a)-(f) Trazas de f(x,y) = x% + y?, en el sistema de coordenadas tridimensional

(@) Traza xy

Trazayz:z=y?
2 2
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(d) Trazaconel planoz = 1

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

La grafica de la funcion f(x,y) = x? + y? se conoce como paraboloide circular, en virtud de que
sus trazas verticales (con los planos xz y yz) son parabolas y sus trazas horizontales (con planos paralelos
al plano xy) son circunferencias. Ver la figura 1.19(a)-(b).
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Figura 1.19 (a)-(b) Gréficade f(x,y) = x2 + y?

(a) Gréafica de f(x,y) = x% + y?, con sus trazas

|

+

(b) Gréfica de f(x,y) = x? + y?2: Paraboloide Circular

S

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Consideremos ahora la funcion g(x,y) = /16 — x2 — y2, la cual va de R? a Ry su dominio es
{(x,y) € R?|x%? + y? < 16}. Para determinar las trazas con los planos coordenados xy, xz y yz, €s

conveniente expresar a la funcion como la ecuacion z = /16 — x2 — y?2

Para la traza xy, se sustituye z = 0 (ecuacion del plano xy) en z = \/16 — x2 — y2, obteniéndose

que /16 — x2 — y2 = 0, 0 bien, x? + y? = 16, que es la ecuacion de la circunferencia con centro en
(0,0) y radio 4. De aqui que, la traza xy es la circunferencia de ecuacion x? + y? = 16, que se muestra
en la figura 1.20.



Figura 1.20 Traza xy de g(x,y) = /16 — x? — y2, en el plano xy
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico
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Para la traza xz, se sustituye y = 0 (ecuacion del plano xz) en z = \/16 — x? — y?, resultando
z = V16 — x?2, ecuacion que representa a la mitad superior de la circunferencia con centro en (0,0) y

radio 4, ubicada en el plano xz, como se muestra en la figura 1.21.

Figura 1.21 Traza xz de g(x,y) = /16 — x? — y?2, en el plano xz
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Para latraza yz, se sustituye x = 0 (ecuacién del plano yz) enz = \/16 — x? — y?, obteniéndose
z =,/16 — y?, ecuacién que representa a la mitad superior de la circunferencia con centro en (0,0) y

radio 4, ubicada ahora en el plano yz, como se muestra en la figura 1.22.

Figura 1.22 Traza yz de g(x,y) = /16 — x? — y?, enel plano yz
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico
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Si ubicamos dichas trazas en el sistema de coordenadas tridimensional, quedarian como se
muestra en la figura 1.23(a)-(d).

Figura 1.23(a)-(d) Trazas de g(x,y) = /16 — x2 — y?, en el sistema de coordenadas tridimensional
(a) Traza xy

(c) Traza yz

'
53z

Traza yz
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(d) Todas las trazas encontradas de g(x,y) = /16 — x2 — y2, en el sistema de coordenadas
tridimensional

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

De este modo, la gréafica de la funcion g(x,y) = /16 — x2 — y2 es la mitad superior de la esfera
con centro en el (0,0,0) y radio 4. Ver la figura 1.24(a)-(b).

Figura 1.24(a)-(b) Gréficade g(x,y) = /16 — x? — y2
(a) Gréficade g(x,y) = /16 — x? — y2, con sus trazas

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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Para finalizar este capitulo, en la tabla 1.15, se muestra en forma resumida las superficies
cuédricas (superficies cuyas trazas, en su mayoria, son conicas) con su ecuacion candnica, sus trazas y
su grafica, con la finalidad de que el lector pueda identificar a partir de la ecuacion o grafica a la superficie
cuando ésta o parte de ésta representa la gréfica de una funcidn real de dos variables.

Tabla 1.15 Superficies Cuédricas

Superficie Ecuacion Canobnica/Trazas Gréfica

Elipsoide (x—x0)? " —y0)? n (z=20)* _ 1

a2 b2 2
Centro: (xo, Yo, Zo)

Traza paralela al plano xy: Elipse
Traza paralela al plano xz: Elipse
Traza paralela al plano yz: Elipse

La superficie es una esfera si:

a=b=c#0

En consecuencia, todas sus trazas son circunferencias en lugar
de elipses

Hiperboloide de | &-x0)? | -v0)® _ (z-29)® _
H 2 + 2 2 =1
una hoja a b ¢

Centro: (xo, Yo, Zo)

Traza paralela al plano xy: Elipse
Traza paralela al plano xz: Hipérbola
Traza paralela al plano yz: Hipérbola

El eje del hiperboloide corresponde a la variable que aparece
en el término con coeficiente de signo negativo

Hiperboloide de | (z=z0)? _ (x-x0)® _ -v0)? _ 1
dos hojas c? a? b?

Centro: (xo, Yo, Zo)

Traza paralela al plano xy: Elipse
Traza paralela al plano xz: Hipérbola
Traza paralela al plano yz: Hipérbola

El eje del hiperboloide corresponde a la variable que aparece
en el término con coeficiente de signo positivo. Ademas, no
existe la traza con el plano coordenado perpendicular a dicho
eje
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Superficie Ecuacion Canobnica/Trazas Gréfica

Cono eliptico (x=x0)? n O-y? _ (z=z0) _

a? b2 c?

Centro: (xo, Yo, Zo)

Traza paralela al plano xy: Elipse
Traza paralela al plano xz: Hipérbola
Traza paralela al plano yz: Hipérbola

El eje del cono corresponde a la variable que aparece en el
término con coeficiente de signo negativo. Ademas, las trazas
con los planos coordenados paralelos a ese eje son rectas que se

cortan
Paraboloide z-zg _ (x=x0)® | (¥—0)?
[ 2 2 + 2
eliptico ¢ a b

Vértice: (xo, Yo, Zo)

Traza paralela al plano xy: Elipse
Traza paralela al plano xz: Parabola
Traza paralela al plano yz: Parébola

El eje del paraboloide corresponde a la variable que aparece en
el término elevado a la primera potencia

Paraboloide z-z0 _ y=y0)® _ (x=x0)?
hiperbolico c? b? a?

Vértice: (xq, Vo, Zo)
Traza paralela al plano xy: Hipérbola

Traza paralela al plano xz: Parabola
Traza paralela al plano yz: Parabola

El eje del paraboloide corresponde a la variable que aparece en
el término elevado a la primera potencia

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
(Adaptada a partir de Larson, Hostetler, Edwards y Heyd, 1996)

De aqui que, la grafica de la funcion f(x,y) = x? + y?, de ecuacion z = x% + y?, es un
paraboloide circular (en lugar de eliptico), puesto que su ecuacion es de la forma:

z-29 _ (x—x()? n (y—y0)?
cz a? b2

Donde su Vértice es (xq, Yo,20) = (0,00)ya=b =c = 1.

De manera semejante, se ha visto ya que la grafica de la funcion g(x,y) = /16 — x2 —y?es la
mitad superior de una esfera, puesto que su ecuaciéon z = \/16 — x2 — y2 se corresponde con la ecuacion

x% 4+ y% + z? = 16 que, a su vez, es de la forma:

(Z—Zo)2 _

(X—xo)z + (y—y0)2 + =1

a? b2 c?
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Donde su centro es (x, Vo, Zo) = (0,0,0)ya=b =c = 4.

Mas aun, es importante destacar que una esfera completa no puede representar a la gréafica de una
funcion real de dos variables, puesto que existen una infinidad de pares ordenados (x, y) asociados a dos
valores distintos de z tales que la terna (x, y, z) es un punto sobre la superficie; por ejemplo, en el caso

de la esfera de ecuacion x? + y? + z2 = 16, dos puntos sobre éstason 4 = (2,v3,3) y B = (2,v3,-3)
(ver la figura 1.25), puesto que satisfacen a la ecuacion (es decir, (2)% + (\/5)2 +(3)%2=16y (2% +

(\/§)2 + (—3)% = 16), de modo que, al par ordenado (2,v/3) le estan correspondiendo dos valores
distintos de z, que son z = 3y z = —3, lo que contradice a la definicion de funcidn, segun la cual, a cada
par ordenado (x,y) en el dominio de la funcién le corresponde un Unico valor z = f(x, y), siempre que
f es una funcion real que depende de las variables x y y.

Exceptuando el caso del paraboloide eliptico, observaciones similares se tienen para las demas
superficies cuédricas que, completas, no representan la grafica de una funcion.

Figura 1.25 Esfera de ecuacion x2 + y2 + z2 = 16
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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Ejercicios Propuestos

En los ejercicios 1 a 13, determina el dominio de cada una de las funciones y establece qué tipo de funcién
es: polinomial, racional, a trozos o ninguna de éstas.

1. f(x,y) = 6x* —3x?y + y — 5.

2.f(x,y,2) =

x24y2422°

3. f(x,y) = (xseny,y cos x).

4. f(x,y,2z) =

e*V—z

x2+y2+1°

5 f(x,y) =ln(xy — 1).

y4—_x4

6. f(x,y) =5

x2+y?’

7. fuy) =22

8.f(x,y,2) = (xy,é,w/x2 +y%2+22%,z —y).

x°y
9. F(x,) = i

10. f(x,v,2) = \/5x2 — 3y2 + z2 — 49.

11. f(x,y, z) = Snentz

12. f(x,y) =

13. f(x, y, Z) = {x2+y2+422

eZ—-1

1-xy?+x?
36-x2—y2

x2

si (x,y,z) # (0,0,0)
si (x,y,z) =(0,0,0)

En los ejercicios 14 a 16, realiza lo que se pide a continuacion.

a)
b)

c)

Traza la gréfica de la funcion, utilizando la Calculadora Grafica GeoGebra 3D.

Determina analiticamente cada una de las trazas con los planos coordenados; es decir, establece
la ecuacion de la traza e identifica de qué curva se trata. En caso de no existir la traza debes
indicarlo.

Muestra la grafica de cada una de las trazas encontradas en (b), apoyandote con las “herramientas”
de la Calculadora Grafica GeoGebra 3D o con GeoGebra Clasico.

14. f(x,y) = y? — x?

15. g(x,y) = exp(x? + y?)

16. h(x,y) = sen(x + y)

17.Sean f(t) =Int y g(x,y,2z) = x> + y? + z?> + 5.

a)
b)

Encuentra la funcion compuesta f o g.
Determina el dominiode f o g.
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1

18.Sean g(t) = cost y f(x,y) =

x—3y’
a) Encuentra la funcion compuesta g o f.
b) Determina el dominiode g o f.

19. Expresa el volumen de un paralelepipedo rectangular como una funcion de sus aristas. En este caso,
;cual es el dominio de la funcién?

20. Expresa el &rea de un cilindro circular recto como una funcion de su altura y del radio de su base. En
este caso, ¢cual es el dominio de la funcion?
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Capitulo 2. Limites y Continuidad

2.1 Limites
2.1.1 Introduccion: Anédlisis del limite de una funcién f: R - R

Con el proposito de explicar de una manera intuitiva el concepto de limite, se analiza una funcién real de

. - L, 2.1 . . S
una variable. Considérese la funcion f(x) = J;T y el valor a = —1. A continuacion, se determinara si

f(x) se aproxima hacia algin namero real, conforme se toman valores de x muy cercanos a —1. Ver la
tabla 2.1(a)-(b).

Tabla 2.1(a)-(b) Aproximacién de la variable x hacia el valor de —1

(a) Tomando valores x < —1

X f(x)
-2 -3
-1.5 -2.5
-1.4 2.4
-1.3 -2.3
-1.2 2.2
-1.1 2.1
-1.01 -2.01
-1.001 | -2.001
-1.0001 | -2.0001

(b) Tomando valores x > —1

x| f(x)
-0.999 | -1.999
-0.99 | -1.99
-0.9 -1.9
-0.8 -1.8
-0.7 -1.7
-0.6 -1.6
-0.5 -1.5
0 -1
1 0

Fuente: Elaboracion Propia

De acuerdo con la tabla 2.1(a)-(b), conforme x se aproxima a —1, tanto por la izquierda (es decir,
por valores menores que —1) como por la derecha (es decir, por valores mayores que —1), f(x) se
aproxima a —2. Formalmente, se dice que el limite de f(x) conforme x se aproxima o tiende a —1 es
—2,yse escribe xlim1f(x) = -2
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Notese que f(—1) no existe, pero limlf(x) si existe y vale —2. En general, la existencia del
X——

limite no depende de la existencia de la funcion en el “punto” hacia el cual nos estamos aproximando.
Ver la figura 2.1.

Figura 2.1 Grafica de la funcion f(x) = %

- N W ORoWmo@ -

- - -
14134211 -10 -5 —B -1 T & 5 1011 32 13 W

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

x%-1

Notese que el punto (—1, —2) no forma parte de la grafica de f(x) = —

Una vez revisado de manera informal el concepto de limite para una funcion real de una variable,
se extenderd la idea intuitiva de limite para funciones de varias variables con valores reales o valores
vectoriales.

2.1.2 Idea intuitiva de limite de una funcion de la forma f: R™ - R™

Sean f:R™ — R™ cualquier funcion, A € R" y L € R™. Entonces se dice que L es el limite de f(P)
cuando P tiende a A si y sélo si f(P) se aproxima a L conforme P se aproxima a A (sin llegar a coincidir
P con A), y se escribe L = éinjf(P), donde P # A.

Obsérvese que para n = 1, P es una variable (la variable independiente), digamos x, entonces

f(P) = f(x); en consecuencia, A € R, digamos A = a, por lo que la notacion general de limite queda

como la notacién estudiada en el curso de Calculo de una Variable; es decir, éirrjf(P) = limf(x), donde
i x—a

x — a significa que x se acerca al valor de a, pero sin llegar a coincidir con éste (x # a).

Para n =2, P es un par ordenado, digamos P = (x,y) donde x y y son las variables
independientes, entonces f(P) = f(x,y); en consecuencia, A € R?, digamos A = (a, b), teniéndose que
éin}f(P) = ( l)m(l b)f(x, y), donde (x,y) — (a, b) significa que (x,y) se aproxima al punto (a, b),

- x,y —(a,

pero sin llegar a coincidir con éste ((x,y) # (a, b)); es decir, x se acerca al valor de a y y se acerca al
valor de b, pero sin llegar a tomar dichos valores (x # ay y # b).

Analogamente, paran = 3, P y A son ternas ordenadas de laforma P = (x,y,z) y A = (a, b, ¢),
donde x, y y z son las variables independientes y a,b,c son numeros reales, resultando

limf(P) = lim f(x,y,z), donde (x,y,z) - (a,b,c) significa que las variables x,y,z se
P—A (x,y,z)~(a,b,c)

aproximan, respectivamente, a los valore de a, b, ¢, sin llegar a tomar dichos valores, esto es, tal que
X#ay+bz+c.
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Por otro lado, para m = 1, f es una funcion de valores reales y, de existir su limite, L, también
es un numero real; mientras que, para m > 1, f es una funcion de valores vectoriales y su limite L, de
existir, es un vector donde el nimero de coordenadas coincide con el niamero de funciones componentes
de f. Por ejemplo, param = 2, f y L son pares ordenados o vectores de dos coordenadas o componentes
de la forma £(P) = (f,(P), f,(P)) y L = (I4,13), donde f; y £, son las funciones componentes de f y
[, 1, son numeros reales; de este modo:

,l,il’}lf(P) = L es equivalente a £i1rj(f1(P),f2 P)) = (L, 1y)

De manera semejante, para m = 3, f y L son ternas ordenadas o vectores de tres coordenadas o

componentes de la forma f(P) = (f,(P), f2(P), fs(P)) y L = (I3,1,,15), donde fi, f, Yy f5 son las
funciones componentes de f y l;, L5, l3 son nimeros reales; obteniéndose que:

éirrjf(P) = L es equivalente a girg(fl(P),fz (P), f3(P)) = (I3, 15, I5)
2.1.3 Unicidad del limite

., 21 . . .
Para la funcion f(x) = );T se ha visto ya que f(x) se aproxima a —2 conforme x se aproxima a —1,
tanto por la izquierda como por la derecha; es decir, sus limites laterales existen y son iguales:

m f(x) =-2= lm f(x),

donde lirq f(x) es su limite lateral izquierdo (se obtiene cuando x se aproxima a —1 por valores
x—->—-1"
menores que —1) y lirr}+f(x) es su limite lateral derecho (se obtiene cuando x se aproxima a —1 por
xX—>—
valores mayores que —1). De aqui que, su limite bilateral limlf(x) = —2 existe y es unico.
xX——

1 si x>0
Por otro lado, si se considera la funcion f(x) =1 0 si x = 0 se tiene que su limite lateral

o -1 si x<0
izquierdo es:

limf(x) = lim(-1) = -1,
x>0~ x>0~

obtenido cuando x se aproxima a 0 por valores menores que 0 (es decir, con x < 0); y su limite lateral
derecho esta dado por:

fif () = i1 =1,

obtenido cuando x se aproxima a 0 por valores mayores que 0 (es decir, con x > 0). Luego, aunque los
limites laterales existen, como son diferentes, el limite bilateral lirrolf(x) no existe. Ademas, se tiene que
X—

f(0) existe y vale 0. Ver la figura 2.2.
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1 si x>0
Figura 2.2 Grafica de lafuncion f(x) =10 si x=0

-1 si x<0
."."
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

En general, para cualquier funcion de una o varias variables que toma valores reales o valores
vectoriales, se establece lo siguiente: Si el limite de una funcidn existe, entonces es Unico. En la seccion
2.1.6, se aplicara la unicidad del limite para el caso de las funciones reales de dos variables.

En la siguiente seccién se estudiaran las propiedades de los limites que corresponden, en su
mayoria, a operaciones con funciones.

2.1.4 Propiedades de los limites

Sean f,g: R™ - R™ dos funciones tales que Domf = Domg, A € R" y c € R. Si girrjf(P) =Ly
,lf"}lg(P) = L,, donde L,, L, € R™, entonces:

Q) 1191—731(: = .
(ii) limx = a, donde x es una variable y a es un nimero real.
x—-a

(i) Lim(cf)(P) = cLy.
(iv) im(f + g)(P) = Ly + L.
(V) tim(f = g)(P) = Ly — Ly
(vi) Param = 1: Iljirﬁ(fg)(P) =L,L,.

.. _ - f _ Ly
(vii)Param =1y L, # 0: lél_T)rj (g) (P) =
(viii) Param = 1: }l)inj[f(P)]k = (L,)*, donde k es un niimero entero positivo.
(ix) Param = 1: éinj’f/f(P = */L,, siempre que las raices indicadas estén definidas.

(X) Para f(P) = (fi(P), fo(P), ..., fu(P)) se tiene que girrjf(P) =L, conL = (I,1,,..,1,,) €E R™ siy
solo si Il)irrjfl-(P) = [; paratodoi =1,2,...,m.
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La propiedad (i) establece que el limite de una funcion constante es la misma constante, sin
importar si la funcion depende de una o varias variables. En la propiedad (ii), el limite de una variable al
aproximarse ésta a un valor real fijo coincide con dicho valor; es decir, se calcula simplemente evaluando
la variable en dicho valor. La propiedad (iii) establece que el limite del maltiplo constante de una funcion,
definido por

(c¢f)(P) = cf(P) paratodo P € Domf,

donde c es la constante, es el limite de la funcién multiplicado por la constante, siempre que el limite de
la funcion existe. En la propiedad (iv), el limite de la suma de dos funciones, definida por

(f +g9)(P) = f(P) + g(P) paratodo P € Domf = Domg,

es igual a la suma de los limites de dichas funciones, siempre que estos existen. En la propiedad (v), el
limite de la resta de dos funciones, definida por

(f — g)(P) = f(P) — g(P) paratodo P € Domf = Domyg,
es igual a la resta de los limites de estas funciones, siempre que estos existen.

La propiedad (vi) se establece unicamente para funciones de valores reales, de una o varias
variables, de modo que el limite de la multiplicacién de dos funciones, definida por

(fg)(P) = f(P)g(P) paratodo P € Domf = Domg,

coincide con la multiplicacién de los limites de dichas funciones, siempre que estos existen.
Anélogamente, la propiedad (vii) establece que el limite de la division de funciones reales, de una o
varias variables, definida por

(i) (P) = ;E—g paratodo P € Domf = Domg tal que g(P) # 0,

coincide con la division de los limites de dichas funciones, siempre que estos existen y el limite del
denominador sea distinto de 0. De manera semejante, en las propiedades (viii) y (ix), se establece como
calcular el limite de la potencia de una funcion de valores reales y el limite de la raiz de una funcién de
valores reales, respectivamente, siempre que el limite de la funcion existe y las raices estan definidas.
Finalmente, la propiedad (ix) permite calcular el limite de una funcion con valores vectoriales, de una o
varias variables, aplicando el limite a cada una de sus funciones componentes, siempre que estos existen.
En particular, la propiedad (iv) se puede generalizar para cuando se suman mas de dos funciones; asi
mismo, la propiedad (vi) se cumple para cuando se multiplican més de dos funciones. También se puede
extender la propiedad (ii), para funciones f: R? - R, del siguiente modo:

lim x=a lim =b
(x,y)—(a,b) y (x,y)—>(a,b)y

De manera analoga, la propiedad (ii) para funciones f:R3> — R queda como se muestra a
continuacion:

lim «x lim y lim z
(x,y,z2)-(a,b,c) (x,y,2)-(a,b,c) (x,y,z)-(a,b,c)

Las propiedades (i) a (x) enunciadas anteriormente permiten calcular el limite de una funcion por

sustitucion directa; es decir, evaluando las variables en los respectivos valores hacia los cuales se

aproximan.
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2.1.5 Ejemplos de resolucion de limites

Calcula los siguientes limites usando las propiedades 2.1.4, siempre que sea posible.

. lim+/5

1
xX—>—2
2. limx
X-OT
3. limlx2 +2x—3
xX——
4. lim3(2x +1D(x—7)
xX——
5. lim <=~
x—0 XxX+2
6. lim 5x%+43x 2yc —1
(x,y)—-(2,3) y- y
7
8
9

) lim X 3)(x —
- 11)( y—3)(x—y)
lim xy
'(xy)e( 1,2) X2 +y%+1
_ 2
'(xyz)l—>(1 43)(7Tx +y ZZ)
10. lim =

x—3 x2-9

11.  Lim XY=
xy)-=(-1,1) x+y

12. li 2x2%+5xy—3y?
(x,¥)—-(3,-1) x2+2xy—3y?
13. lim X2
x—4 X—4

, y(x—4)

14. (x.;vl)lf&.l) Vx-2
15. lim Y—y—21
C(y)-(52) x—y-3

16.  Ilim (xy,i,\/x2 +y?+ 7%,z — y)
XZ

(xy,2)-(-1,0,1)

Solucion:
1. lim+5
xX—>—=2
Por la propiedad (i):
lim v/5 = /5.
x—>-2
Donde la funcién a la que se le calcul6 el limite es la funcion de tipo constante f(x) = /5.

Es importante destacar que, si la funcién se cambia por f(x,y) =5y (x,y) tiende hacia

cualquier par ordenado (a, b) € R?, el valor del limite es siempre igual a V5, debido a la propiedad (i);
es decir:

lim +/5=+/5

(x,y)-(a,b)

En particular, si (x, y) tiende hacia (—2,3), se tiene que:

lim 5=+/5

(x'Y)_’(_2;3)

Ademas, esta situacion se preserva aun cuando la funcién constante dependa de tres 0 mas
variables.
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2. limx
X—>T

Por la propiedad (ii):

limx=m
X—>TT

Donde la funcion a la que se le calcul6 el limite es la funcion identidad f(x) = x.

Si la funcion se considera ahora de dos variables, de modo que f(x,y) = x, y (x,y) se hace
tender hacia cualquier par ordenado (a, b) € R?, el valor del limite coincide con el valor de a, esto es,
coincide con el valor hacia el cual se acerca la variable x, debido a la propiedad (ii); es

decir: lim x=a
(x,y)=(a,b)

En particular, si (x, y) tiende hacia (r, 3m), se tiene que:

lim x
(x,y)—=(m,3m)

Por otro lado, si la funcion es f(x,y) =y y (x,y) tiende hacia cualquier par ordenado
(a,b) € R?, el valor del limite es igual a b, esto es:

lim =b
(x,y)—>(a,b)y
De aqui que:
lim =3n
(x,y)—>(n,3n)y

La propiedad (ii) se puede generalizar para cuando la funcion real de una o mas variables esta
definida como una de las variables de las que depende, tal como se mostro en este ejemplo.

3. limx®+2x-3

x—->-1

En este caso, la funcidn cuyo limite se va a calcular es una funcién p: R — IR, de tipo polinomial, definida
por p(x) = x? + 2x — 3, de modo que se puede considerar como la suma de las funciones f(x) = x2,
g(x) = 2xy h(x) = —3; es decir:
p(x) = f(x) + g(x) + h(x) = (f + g+ h)(x)

Por lo que es necesario aplicar la propiedad (iv), para obtener:
lim(f+g+h)(x)=limf(x)+ limg(x)+ limh(x)
x—--1 x—--1 x—--1 x--1

O bien:

limx?+2x—3= limx?+ lim2x + lim (=3)
x--1 x—--1 x--1 x—->-1

Donde, por las propiedades (i), (ii), (iii) y (viii), se tiene que:

2
. 2 _ . -
xlirfllx = (xlirzzlx) por la propiedad (viii)

= (—1)? por la propiedad (ii)

=1
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xlirlz12x =2 (xlirzzlx) por la propiedad (iii)
= 2(—1) por la propiedad (ii)
=-2
xlirlzl(—S) = —3 por la propiedad (i)
De este modo:
xlirzllxz +2x—3= xli‘rzllxz + xl_i)rzl12x + xlirzll(—S)
=1+ (-2)+(-3)
= —4.

Es importante observar que el célculo de este limite equivale a reemplazar la variable x por el
valor hacia el cual se esta aproximando, que en este caso es —1, como se muestra a continuacion:

limlx2 +2x—3=(-1)2?+2(-1)-3
x——

=1—-2-3

=—4.

Este método se conoce como sustitucion directa y queda completamente justificado por las
propiedades 2.1.4.

4, lim3(2x +1D(x—-7)
xX——

La funcién cuyo limite se va a calcular es una funcion p: R — R, de tipo polinomial, definida por p(x) =
(2x + 1)(x — 7), tal que se puede considerar como la multiplicacion de las funciones f(x) =2x+ 1y
g(x) = x — 7; es decir:

p(x) = f(x)gx) = (fg)x)
Luego, por la propiedad (vi):
fim (£ = [ im £ G| tim g (o)
O bien:
lim (2x + D(x = 7) = | lim (2x + D] | lim (x - 7))
Donde, por las propiedades (i) a (v):
,fi’fl3(2x +1) = xlirggZx + xlirfzgl por la propiedad (iv)
= 2(—3) + 1 por las propiedades (iii), (ii) y (i)

=5



lim (x —7) = limx — lim 7 por la propiedad (v)
x—--3 x—--3 x—-3

= —3 — 7 por las propiedades (ii) y (i)

=-10

De aqui que:

xlirzls(Zx +1D(x-7) = [xlirzlg(Zx + 1)] [J—ifi(x — 7)]

= (=5)(-10)
=50

Equivalentemente, por sustitucion directa:
lim3(2x +1D)(x—-7)=[2(-3)+1][-3-7]
xX——
= (=5)(-10)

=50

o1

La funcion cuyo limite se va a calcular es una funcion q: R — R, de tipo racional, definida por q(x) =
i—:, que se puede considerar como la division de las funciones f(x) = x — 1y g(x) = x + 2; esto es:

a() = % - (g) )

Por la propiedad (vii):

(D) () = )
Lim (E) () = ii_r)rolg(x)
O bien:

x—1 limkx-1)
lim = £20

x>0x +2 lim(x +2)
x—0

Donde, por las propiedades (i), (ii), (iv) y (v):

lim(x—1) = i%x — il_T)roll por la propiedad (v)

x—0

= 0 — 1 por las propiedades (ii) y (i)

=-1

ii_r)r(l)(x +2) = fff&x + fff&z por la propiedad (iv)
= 0 + 2 por las propiedades (ii) y (i)

=2
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De este modo:

x—1 tmGx-1 g 1

li = =—=-=
ox + 2 lim(x+2) 2 2
X—

Equivalentemente, por sustitucion directa:

x—1 0-1 1

.
ox+2 0+2 2

Es importante enfatizar que para poder aplicar la propiedad (vii) se requiere no solo que el limite
de la funcion numerador y el limite de la funcion denominador existan, sino también que el limite de la
funcion denominador sea distinto de 0.

6. lim 5x%+3x 2y« —1
(x,y)—(2,3) Y- y

Ahora, la funcidn cuyo limite se va a calcular es una funcion p: R? - R, de tipo polinomial, definida por
p(x,y) = 5x% + 3xy — 2y? — 1, que se puede considerar como la suma de las funciones f (x, y) = 5x?2,
g(x,y) =3xy, h(x,y) = —2y*ei(x,y) = —1;estoes:

p(xy) =fl,y) +g(xy) +h(x,y) +ilx,y) =(f+g+h+Dxy)
Por la propiedad (iv):

(f+g+h+Dxy)

(xy) (23)
lim h l'
(xy) (23)f( x,y) + ) (23)9( x,y) + L (x,y) + X (23)1(96 ,Y)
O bien:

lim 5x%+3xy—-2y*—1
(x,y)-(2,3) Y y

= lim 5x*+ lim 3xy+ lim (— Y+ lim (-1
(x,y)~(2,3) (x,¥)-(2,3) (x,¥)-(2,3 (x,y)~(2,3)

Donde, por las propiedades (i), (ii), (iii), (vi) y (viii), se tiene que:

. 2 . 2 -
" yl)lf(lz,g)sx =5 [(x, yl)l_T)r(Lz,g)x ] por la propiedad (iii)

=5 [(x yl)tlr(lz 3)x] por la propiedad (viii)

= 5(2)2 por la propiedad (ii)

=20
lim 3x —3[ lim x ] or la propiedad (iii
(x,y)—(2,3) Xy (x,y)-(2,3) Y|P prop (i)

[(x’ yl)lf(lz,g)x] [(x yl) %, 3) ] por la propiedad (vi)

= 3(2)(3) por la propiedad (ii)

=18
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2[ li 2] or la propiedad (iii
(xy) -(2, 3)( y) (x.y)lir(l2,3)y P prop ( )

_2 | dad
[(xy)—>(z )y] por la propiedad (viii)

= —2(3)? por la propiedad (ii)

= —18
x, y)—>(2 3)( 1) = —1 por la propiedad (i)
De aqui que:
(x, yl)l—Tf(lz )Sx +3xy —2y* -1
B (x'yl)iz)r(l2'3)5x2 " (x,yl)ilr(lz,3)3xy * (xy e, 3)(_ O+ (x, lm(lz 3)( D

=20+ 18+ (—18) + (-1)
=19
Equivalentemente, por sustitucion directa:

lim 5x?+3xy—2y2—-1=5(2)2+3(12)(3)-2(3)*-1
(x,¥y)—(2,3)

=20+18—-18—-1
=19

Notese que, en la sustitucion directa, bastd con reemplazar la variable x por 2 y la variable y por
3, pero que esto es posible gracias a las propiedades 2.1.4.

7. 2 3)(x —
(xy)(ll)( xy—3)(x—y)

La funcion cuyo limite se va a calcular es, nuevamente, una funcién p: R? - R, de tipo polinomial,
definida por p(x,y) = (2xy — 3)(x — y), de modo que se puede considerar como la multiplicacion de
las funciones f(x,y) = 2xy — 3y g(x,y) = x — y; es decir:

p(x,y) =fl,y)gx,y) = (f9)(x,y)
Luego, por la propiedad (vi):

ey O y)_[( AT y)] [(xy) Stin? (x'y)]
O bien:
ey Ty BY & —y) = [cxy) &Y = 3)] [( AT o _y)]
Donde, por las propiedades (i), (i), (iii), (v) y (vi):
lim (2xy—3)= lim 2xy— lim 3 por lapropiedad (v)

(x,y)-(-1,1) (x.y)-(-1,1) (x,y)-(-1,1)
= 2(—1)(1) — 3 por las propiedades (iii), (vi), (i) y (i)

=5
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lim (x—y)= lim lim or la propiedad (v
Ry F =N = fim x = fim, v por laprop (v)

= —1 — 1 por la propiedad (ii)

=-2
De este modo:
(x,y)lir(ril.l)(zxy —DE=n = (=, y)llm 1, 1)( X 3)] [(x y)llm 1, 1)(x =)
= (=5)(-2)
=10
Equivalentemente, por sustitucion directa:
o fim (2xy =3)0c=y) = [2-1)D) - 3][-1-1]
= (=5)(-2)
= 10.

Notese que, en la sustitucion directa, bastd con reemplazar la variable x por —1 y la variable y
por 1, siendo posible por las propiedades 2.1.4.

. X
8. um ———
(x,y)-(-1,2) x=+y +1

La funcién cuyo limite se va a calcular ahora es una funcion g: R? - R, de tipo racional, definida por
qlx,y) = x2+ 2+1, que se puede considerar como la division de las funciones f(x,y) = xy y g(x,y) =

x% 4+ y% + 1; esto es:

atoy) =22 = (D) ()

gx,y)

Por la propiedad (vii):

lim ( )( ) = (Xy)->( 12)f(xy)
(xy)~(-1,2) (xy) a 12)g(x )
O bien:
lim xy
, Xy _ (xy)-(-1,2)
(x y)ir(r31 2) x2+y%+1 - lim (x2+y2+1)
’ ’ (x¥)-(-1,2)

Donde, por las propiedades (i), (ii), (iv), (vi) y (viii):

Lim [ H ] or la propiedad (vi
(xy)—»( 1,2) Xy = (xy)_)( 1,2) (xy)_)( 12)y p P p ( )

= (—1)(2) por la propiedad (ii)

=2
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X>+y?+1) = lim x*+ lim 24+  lim 1 porlapropiedad (iv
(xy)—>( 12)( y )= (x,y)-(-1,2) (x.y)—>(—1.2)y (xy)-(-1,2) P prop ( )

= (—1)% + (2)? + 1 por las propiedades (viii), (i) y (i)

=6
De este modo:
y)-C12)x2 +y2 +1 lim (x?+y?+1) 6 3
(x;J’)_’(_l,Z)
Equivalentemente, por sustitucion directa:
" y D@ -2 1
e +y2+1 (—D2+(2)2+1 6 3

Notese que, en la sustitucion directa, bastdé con reemplazar la variable x por —1 y la variable y
por 2, siendo posible por las propiedades 2.1.4.

)
9. (xyz)lq(1 43)(7‘[36 + y3 — 2z?)

Por sustitucion directa:

_9,2) — 3 3 _ 2
(”Z)I%1 43)(7‘[36 +y3 —22z2) =n(1)3 + (—4)® — 2(3)

=m—64—18
=1 —82
~ —78.85

Donde la funcién a la que se le calcul6 el limite es una funcion f: R3 - R, polinomial, definida
por f(x,y,z) = mx3 + y3 — 222,

10. lim =

x—-3 xz 9

Si se define f(x) =

3—3 0 0

f®=Gr=9~9-9"0

., 0 , , , . . . .,
Donde la expresién 5 No es un niimero real, mas aun, se dice que es una indeterminacion; por lo

que no es aplicable la sustitucién directa para el calculo del limite indicado. En este caso, lo que conviene
es factorizar el denominador de la fraccion, como se muestra a continuacion:

” x—3_l_ x—3
xl—tr?fxz 9_xl—7>r3}(x—3)(x+3)

Como tanto en el numerador como en el denominador de la fraccion aparece la expresion x — 3
(como factor), se procede a simplificar (cancelar los factores iguales en el numerador y denominador),
quedando lo siguiente:

” x—3_l_ x—3 _ 1
xl—Tf?fx2 9_xl—7>r?}(x—3)(x+3)_xl—r>r§x+3
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Donde este altimo limite ya es posible calcularlo por sustitucion directa, de modo que:

.1 1
im—=—=-
x=3%x+3  3+3 6

x—-3
2-9

. ;. . . 1 - - )
Es decir, el limite lim existe y vale o lo cual se determin6 aplicando el método de

x—-3X

factorizacion.

Resumiendo, el célculo del limite se lleva a cabo de la siguiente forma:

. x—3 . x—3
lim=—=Ilim———
x—3 X%2-9 x—3 (x—3)(x+3)

factorizando el denominador: x?2 — 9 = (x — 3)(x + 3)

. 1
= lim—
x—3 X+3

simplificando la fraccion

_ 1

T 343
calculando el limite por sustitucion directa, con x = 3

_1
T 6

Es importante notar que, en este ejemplo, el valor del limite no se obtuvo desde un principio por
sustitucion directa debido a que el denominador de la fraccion se anula (toma el valor de 0) en x = 3; en
otras palabras, no es posible aplicar la propiedad (vii) y calcular el limite de la division como la division
de los limites, porque el limite del denominador tomé el valor de 0.

2_,2

. lim XY=

11

2_ A2
Si se define f(x,y) = yx+; , al evaluar la funcién f en (—1,1) se obtiene una indeterminacion:
_@W*-=D* _o
fELY) =07 =3

No obstante, por el método de factorizacion se tiene que:

2_,2 —
lim X=X — , (y=x)(y+x)
factorizando el numerador: y? — x2 = (y — x)(y + x)

= lim - X
(x,y)—>(—1,1)(y )

simplificando la fraccion, puesy + x = x + y

=1-(-1)
por sustitucion directa,conx = -1,y =1

=2

y2_x2

Es decir, el limite  lim existe y vale 2. En este ejemplo, nuevamente, el valor del

limite no se obtuvo desde un principio por sustitucién directa debido a que el denominador de la fraccién

seanulaen (x,y) = (—1,1).
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. 2x2%+5xy—3y?
12.  lim =2
(x,y)-(3,-1) x“+2xy—3Yy
2x%+5xy—3y?
x2+2xy-3y2"’

Si se define f(x,y) = al evaluar la funcion f en (3, —1) se obtiene una indeterminacion:

2(3)245(3)(-1)-3(-1)? _ 18-15-3 _ 0

(3)2+2(3)(-1)-3(=1)2 9-6-3 0

que, como ya se vio en los ejemplos 10 y 11, no significa que el limite no existe. Se procede ahora a
aplicar el método de factorizacion:

2x2%+5xy—3y? . (2x-y)(x+3y)

li —_— = P

(xy)~(3,~1) ¥*+2xy-3y%  (xy)-(3,~1) (x=¥)(x+3y)
factorizando numerador y denominador

2x-y

= lim
simplificando la fraccion

_ 2(3)-(-1)
T 3—(-1)
por sustitucion directa, con x = 3,y = —1

7
4

L. ] 2x2+5xy—3y2
Por lo tanto, el limite  [im £ 2>X==Y

. 7 . . 1y
> >- existe y vale - por el método de factorizacion.
(6,y)=(3,-1) X“+2xy=3y 4

13. lim YX=2

x—4 X—4

. . -2 ., . - - .z
Si se define f(x) = %, al evaluar la funcion f en 4 se obtiene una indeterminacion:

_VE2_22_ o0
flay =2 =220

4— 0

razon por la cual no es posible calcular el limite indicado por sustitucion directa. En este caso lo que
conviene es racionalizar, como se muestra a continuacion:

. x-2 . (Vx=-2 x+2
lim = lim .
xo4 X—4 x4 \x—4  Jx+2
C e . .y Vx-2
donde se multiplico tanto el numerador como el denominador de la funcion f(x) = —, por el

“conjugado” del numerador que, en esta ocasion, es el que contiene a la expresion con la raiz cuadrada.
Luego, el producto de fracciones se efectlia de la siguiente manera:

VE-2 Vx+2 _ (Vx-2)(Vx+2) _ x—4
x—4 Vx+2 (-4 Vx+2)  (x-4)(Vx+2)

Donde en la multiplicacion del numerador se aplicé lo siguiente:

(E-2)(Vx+2) = (V&) - @ =x -4

Como en la ultima fraccion aparece la expresion x — 4, tanto en el numerador como en el
denominador, se procede a simplificar, quedando lo siguiente:

VE-2 Vx+2 _ (Vx-2)(Vx+2) _ x—4 1
x—4 Vx+2 (-4 Vx+2)  (x-a)(Vx+2)  Vx+2
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Retomando el célculo del limite, se tiene que:

lim 2 — g (2 E42) iy
x—4 xX—4 - x4 \ x—4  Vx+2 - x4 VX+2
Donde este ultimo limite ya es posible calcularlo por sustitucion directa, de modo que:
. 1 1 1
lim = =

xoavE+2  VA+2 4
. o Wx—2 . 1 . . . Y
Es decir, el limite lmiﬁ existe y vale " lo cual se determiné por el método de racionalizacion.
X— -

Resumiendo, el célculo del limite se lleva a cabo de la siguiente forma:

li Vx-2 li (\/E—z ) \/§+2)
xl_TLf x—4 xl_rﬁ x—4 Vx+2

2
racionalizando la funcion f(x) = J_

—4

x—4
= lim

x4 (x — 4)(Vx + 2)
efectuando la multiplicacion de fracciones, donde: (vVx — 2)(vVx + 2) = (\/E)2 -(2)?%=x-4

1
= lim
x4 \fx + 2

simplificando la fraccion

1
V4 +2

calculando el limite por sustitucién directa, con x = 4

1
4

En este ejemplo, el valor del limite no se obtuvo desde un principio por sustitucién directa debido
a que el denominador de la fraccion se anula en x = 4.

y(x-4)

14. (xyl)e@ 1) VE-2

No es aplicable la sustitucion directa, en virtud de que:

1(4 4) 0o _o
f&1) = =72739
para f(x,y) = ) ; sin embargo, por el método de racionalizacion:
; y(x—4) _ yx=4)\ (Vx+2
(x.yl)l—r’r(l4.1) Va-2 (x,yl)lf(l4,1) ( Vx-2 ) (x/?+2)
: : Py _ y(x-4)
racionalizando la funcion f(x,y) = N2y
_ y(x—4)(Vx+2)
(x,y)-(4,1) x—4
T ., . 2
efectuando la multiplicacion de fracciones, donde: (vVx — 2)(Vx +2) = (Vx) = (2)? =x — 4
(x y)—>(4 1)y(\/_ xF 2)

simplificando la fraccion
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=1(vV4 + 2)

por sustitucion directa, con x = 4,y = 1

=4

Es decir, el limite  lim X&=%
(xy)~(4,1) Vx-2

limite no se obtuvo desde un principio por sustitucién directa debido a que el denominador de la fraccion
seanulaen (x,y) = (4,1).

existe y vale 4. En este ejemplo, nuevamente, el valor del

15. [ljm ¥=r—21

C(y)-(52) x—y-3

Nuevamente, para f (x,y) = —“’fx__yy__i_l no es aplicable la sustitucion directa, en virtud de que:
_Vv5-2-2-1_1-1_ 0
f(5.2) = 5-2-3  5-5 0

es decir, se llega a una indeterminacién que, como ya se vio en los ejemplos 13 y 14, no significa que el
limite no existe. Se procede ahora a aplicar el método de racionalizacion:

I Jx-y-2-1 (\/x—y—z—l) <\/x—y—2+1)
xy)=>(52) x=y-3  (xy)=(52) \ x-y-3 Jx—y—2+1
x—y—2-1

racionalizando la funcion f(x,y) = —y_3

x—y—3

(x,y)llr(IS.Z) (x—y-— 3)(m + 1)

efectuando la multiplicacién de fracciones, donde:

(Jr=y=2-1)(Jx=y=2+1)=(Ja=y=2)—(1) =x—-y-2-1 =x—y—3

1
= i —_—
(x,y)lir(l5,2) VX=y—2+1
simplificando la fraccion

1
T V5—2-2+1
por sustitucion directa, con x =5,y = 2

1
2

s . -y—-2—-1 . 1 , . . .y
Por lo tanto, el limite  lim ¥>—"""existe y vale =, por el método de racionalizacion.
(xy)-(52) x-y-3 2



16. lim (xy,é,\/xZ +y2+2z%,z— y)

(xlyrz)_)(_lloll)
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En este caso, la sustitucion directa es posible por la propiedad (x), entre otras propiedades, y el limite se

calcula como se indica a continuacion:

lim (xy,é,\/xz +y%2+2z%2,z— y)

(x;y,Z)_’(_ 1;0;1)

(c—:MO)(lxﬂ J(—1V-+GD2+(1V,1—0)

=(0,-1,v2,1).
Donde se identifica a la funcién f: R® — R* definida por
— 1 2 2 2, _
flx,y,2z) = (xy,xz,\/x +y2+2z2%,z y),
cuyas funciones componentes son:

fl(x»%z) = xy
1
f2(x'yrz) - E

f3(x;3’»Z) = sz +y2 +ZZ
ﬁl-(x'yrz) =z-)y

Ademas:

fl( XY, Z )_ lim xy

(x, yz)—>( 1,0,1) (x,y,2)-(-1,0,1)

= (—1)(0) por las propiedades (vi) y (ii)

=0
. 1
(xyz)e( 101)f 2(%,y,2) = (x,y.z)lir(ril,o,l)xz
= 1)(1) por las propiedades (vii), (i) y (ii)
=1
— 1 [ 22 2 2
(x,y,2)— (101)f3(x Y,2) = (x,y,z)lf?{fm,n XTtyttz

= /(=1)Z + (0)Z + (1)? por las propiedades (ix), (iv), (viii)y (ii)

V2
oy = lim 7y

(x,y, z)—>( 1,0,1) (x,y,2)-(-1,0,1)
= 1 — 0 por las propiedades (v) y (i)

=1

Notese que en cada uno de los incisos analizados en la seccion 2.1.5, el limite si existe.
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2.1.6 Limites direccionales de funciones f: R? - R

Para funciones reales de una sola variable real, la existencia del limite depende de que ambos limites
laterales, izquierdo y derecho, existan y sean iguales; es decir, tomen el mismo valor real. Por otro lado,
para funciones reales de dos variables no tiene sentido hablar de limites laterales, por lo que este concepto
se reemplaza por el de limites direccionales, en virtud de que existe una infinidad de caminos o
trayectorias que permiten acercarnos al punto en cuestion, a través de rectas o curvas que pasen por dicho
punto. (Vera, 2005).

En otras palabras, para funciones de la forma f:R? — R, en la notacién de limite dada por

( l)lTr(l b)f(x, y), tener (x,y) — (a, b) significa que los pares ordenados (x, y) se pueden aproximar al
x,y)=a,

punto (a, b) en cualquier direccion, por trayectorias rectas o curvas que pasen por el punto (a, b). Méas
aun, para que el limite ( l)m(z b)f(x, y) exista, se requiere que al aproximar (x,y) al punto (a, b), por
x,y)—(a,

todas las posibles direcciones, los valores de la funcion f(x,y) se aproximen a un mismo valor real,
puesto que el valor del limite es Unico; es decir, todos los limites direccionales deben existir y ser iguales.
En consecuencia, si alguno de los limites direccionales no existe, o bien, dos 0 mas limites direccionales

existen, pero no coinciden, entonces se dice que el limite : l)lTY(l b)f(x, y) no existe.
x,y)—a,

En la préctica, se utilizan los limites direccionales cuando los métodos de factorizacion y
racionalizacion no son aplicables para calcular el limite de una funcion racional que, al evaluarla en el

. . ., 0 . .
punto dado, resulta en una indeterminacion, esto es: f(a,b) = o Ademas, se acostumbra a aproximar

los pares ordenados (x,y) al punto (a, b) por rectas o curvas adecuadas, dependiendo del grado de las
variables que aparecen en el denominador de la funcion; por ejemplo, se usan rectas cuando las variables
del denominador son del mismo grado y pardbolas cuando el grado de una de las variables es el doble
del grado de la otra variable.

En cualquiera de los casos, se debe recordar que la trayectoria, sea recta o curva, debe pasar por
el punto en cuestion. En el caso de las rectas que pasan por el punto (a, b), es Util recordar que su ecuacion
en su forma punto — pendiente es y — b = m(x — a), donde m es la pendiente de la recta (ver la figura
2.3). En el caso de parabolas con vértice en el punto (a, b), si éstas son verticales su ecuacion es de la
forma (x —a)? = c(y — b), mientras que, si éstas son horizontales, su ecuacion es de la forma
(y — b)? = c(x — a), donde c es una constante (ver la figura 2.4(a)-(b)).

También se debe tener presente que el método de los limites direccionales s6lo permite concluir
sobre la no existencia de un limite, en aquellos casos donde es posible determinar dos 0 mas trayectorias
por las cuales el valor de los respectivos limites direccionales no coincide. En contraste, este método no
garantiza la existencia del limite, debido a que, aun cuando todos los limites direccionales que
consideremos tomen el mismo valor real, es posible que exista una trayectoria diferente a las
contempladas para la cual el valor del limite direccional ya no sea el mismo; lo méas que se puede concluir
cuando por varias trayectorias diferentes sus respectivos limites direccionales existen y son iguales es
que, de existir el limite, su valor debe coincidir con el de los limites direccionales calculados.
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Figura 2.3 Rectas que pasan por el punto (a, b), de ecuacion: y — b = m(x — a)

- X
~14 -13 = -0 -9 8 -T -6 -5 4 10| /1 3 § BN\ 7 8 B0 11 12 13 w4

-2
-

-7
Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Figura 2.4(a) Parabolas verticales con vértice en el punto (a, b), de ecuacion:
(x—a)*=c(y—»b)

iy

5
4
[

-4 =13 12 -1 0 -9 4 7<% -5 -4/-3 -2/ 1 /3 B 84 & 9 M1 14

Figura 2.4(b) Parabolas horizontales con vértice en el punto (a, b), de ecuacion:
-b?=clx—a)

W
6
‘ |
ab
=741 -10 -9 -8 -7 - -3 -2 -1 2/ A 5 T & 9 t0 3 14
-1,
-2
.“
-6
-1'

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico
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Ejemplos

lzm f(x,y) existe.

3 3
1. Sea f:R? - R la funcién definida por f(x,y) = ;32 m

(Adaptado a partir de Larson et. al., 1996, p. 1125).
Solucion:
No es aplicable la sustitucion directa, puesto que al evaluar la funcién f en (0,0) se tiene que:

(0)°+(0)° 0

FO0 =G+ w07 "o

es decir, se llega a una indeterminacion, lo que no significa que el limite no existe. No son aplicables los
métodos de factorizacion y racionalizacion, aun cuando el numerador se puede factorizar como una suma
de cubos, dicha descomposicion no conlleva a una simplificacion que permita calcular el limite por el
método de factorizacion. En efecto:

x3 +y
f( :V) - 2
(x, y) (0 0) (x, y)—>(0 0) x?% + y?

(x +y)(x* —xy +y?)
im
(x,y)~(0,0) x? + y?

factorizando el numerador

donde en la ultima fraccién notamos que no aparecen factores iguales en numerador y denominador,
resultando imposible la simplificacion de la funcion.

Calculando ahora limites direccionales, se procede a aproximar (x,y) al punto (0,0) por
diferentes trayectorias que pasan por (0,0), como se muestra a continuacion.

Por el eje x (y = 0):

(x, y)—>(0 o)f(x y) - llmf(x O) Sustltuyendo y = 0

x3+(0)3
= im0

x+y

evaluando f(x,y) = ~en (x,0)

= lim= efectuando operaciones en numerador y denominador

x—0 X2
= lingx simplificando la fraccion
xX—
= 0 por la propiedad 2.1.4(ii)
Por el eje y (x = 0):

(x, y) (0, O)f(x y) = lef(O y) sustituyendo x = 0

—llm()

L 0Ty evaluando flx,y) =
y—)

3
= lirrg% efectuando operaciones en numerador y denominador
y—)

= llmy simplificando la fraccion
y—)
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= 0 por la propiedad 2.1.4(ii)
Por la recta identidad y = x:

(x, y) (o, o)f(x y) - llmf(x X) SUStltuyendo y=x

x—-0X

. 2x8 . .
= lm&ﬁ efectuando operaciones en numerador y denominador
X—

= limx simplificando la fraccion

x—0
= 0 por la propiedad 2.1.4(ii)

Aproximando (x, y) a (0,0) por cualquier recta de pendiente m que pase por el origen, y = mx,
se tiene:

flx,y) = llmf(x mx) sustituyendo y = mx
(x, y) (0 0)

— lim x3+(mx)3
#30 2+ (m)?

3 3
evaluando f(x,y) = iziyz

3

+m3x3 ]
=li m% efectuando las potencias

x>0 X2+m

x3(1+m3

= lim 2) factorizando numerador y denominador

x—0 x2(1+m

x(1+m3)

- x—0 (1+m?2)

_ (14m®)

T (1+m2) x

simplificando la fraccion

llmx por la propiedad 2.1.4(iii)

= 0 por la propiedad 2.1.4(ii)

Aproximando (x,y) a (0,0) por cualquier parabola con vértice en el origen y = ax?, con a # 0,
se tiene:

flx,y) = llmf(x ax?) sustituyendo y = ax?
(xy) (0 0)

— i x3+(axz)3 | d _ x+y?
= lim———" evaluando f (x,y) = 5=

x—0 X2+(ax?)?

3

+a3x® .
= lim =—— efectuando las potencias
xZ+a2x*

x—0X

3(1+ . .
= lm(} x2E1+a2 23 factorizando numerador y denominador
xX—

— lim x(1+a3x?)

M= e simplificando la fraccion
X—

= 0 por sustitucion directa
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Como f(x,y) se aproxima a 0 cuando (x, y) se aproxima a (0,0) por los ejes, por cualquier recta
que pasa por el origen, y = mx, y por cualquier parabola y = ax?2, con a # 0, se intuye que, de existir

el limite : l)m(z0 f(x,v), suvalor es 0. Ver la gréfica en la figura 2.5.
xX,y)=

x3+y3
x2+y?

Figura 2.5 Gréfica de la funcion f(x,y) =

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Es importante resaltar que, en el calculo de cada uno de los limites direccionales, las operaciones
. . . -, 0 .
algebraicas son fundamentales para no llegar a una indeterminacion, 5+ gue no aplica de efectuar

correctamente todos los pasos indicados en cada proceso. Retomando, por ejemplo, el célculo del limite
direccional por la recta identidad y = x:

(x, y) (o, o)f(x y) = llmf(x x) sustituyendo y = x

x—-0X

= llm— efectuando operaciones en numerador y denominador

x—0 2x2

= lirréx simplificando la fraccion
X—

= 0 por la propiedad 2.1.4(ii)

de no efectuar las operaciones en numerador y denominador y simplificar la fraccion, antes de evaluar el
limite, se llegaria a una indeterminacion; es decir, un error bastante comun es el siguiente:

=1 sustituyendo y =
olm, e y) = limf (x,x) sustituyendo y = x

= limZ
x—-0XxX“+x

3 3
= % por sustitucion directa (jERROR! antes de evaluar el limite se deben efectuar las operaciones

en numerador y denominador y simplificar la fraccién resultante)
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O bien:

o lim foy) = Limf (x, x) sustituyendo y = x
_ x3+y3

= fff& evaluando fy) =53

. 2x8 . .
= l”’gﬁ efectuando operaciones en numerador y denominador
xX—

_ 2(0)®
"~ 2(0)2
resultante)

por sustitucion directa (jERROR! antes de evaluar el limite se debe simplificar la fraccion

En ambos procesos erréneos se llegaria al 2 > que NO es lo mismo que 0.

2. Sea f: R? — R la funcién definida por f(x,y) = xfi;

lim x,y) existe.
(x,y)—>(0,0)f( Y)

Solucién:
No es aplicable la sustitucion directa, puesto que al evaluar la funcién f en (0,0) se tiene que:

OIO
o0 =@ @ o

esto es, se llega a una indeterminacion. Tampoco son aplicables los métodos de factorizacion y
racionalizacion; por lo que se procede a calcular limites direccionales, aproximando (x,y) a (0,0) por
diferentes trayectorias que pasan por (0,0).

Por el eje x (y = 0):

=1 0) sustituyendoy = 0
o lm f(x,y) = limf (x,0) sustituyendo y =

#(0)?
fffés(ﬁ

evaluando f(x,y) =

= llm— efectuando operaciones en numerador y denominador

x—0X

= lingo efectuando la divisién x% =0,parax =0
X—

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
Por el eje y (x = 0):

x y)ﬁ(o O)f(x y) = lef(O y) sustituyendo x = 0

= lim 0y

L ey s evaluando f(x,y) =
y—)

. 0 . .
= l”’g; efectuando operaciones en numerador y denominador
y—)
. e ., 0
= lm(%o efectuando la division i 0,paray # 0
y—)

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
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Por larectay = x:

i, o)f (x,y) = Limf (x, x) sustituyendo y = x

= lim—

1y evaluando flx,y) =
xX—

. x3 . .
= lmgﬁ efectuando operaciones en numerador y denominador
xX—
.1 . . p- .,
= lim = simplificando la fraccion
x—0 2
1 . .
= por la propiedad 2.1.4(i)

Como f(x,y) se aproxima a 0 cuando (x,y) se aproxima a (0,0) por los ejes y se aproxima a %

cuando (x,y) se aproxima a (0,0) por la recta identidad y = x, se concluye que ( l)irr(zo 0)f(x, y) no
x,y)—(0,

existe; puesto que, por dos trayectorias diferentes, los respectivos limites direccionales toman dos valores
distintos. Ver la gréfica en la figura 2.6.

Figura 2.6 Gréfica de la funcion f(x,y) =

x3+y3

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Notese que, en particular, a lo largo de los ejes coordenados los limites direccionales existen y
valen O Un error bastante comun en el calculo de estos limites direccionales es no efectuar la division,

— 0 5 que da por resultado 0, siempre que x # 0y y # 0 (lo cual se cumple por la definicion de limite),
antes de evaluar el limite, llegando a una indeterminacion.

Por ejemplo, en el proceso realizado para calcular el limite direccional por el eje x:

U (x,y) = Limf (x, 0) sustituyendo y = 0

= lim *(0)*

lim o evaluando f(x,y) =

. 0 . .
= lméx_s efectuando operaciones en numerador y denominador
xX—
. .., 0
= lim0 efectuando la division — = 0, parax # 0
x—0 X

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
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lo que se suele hacer erroneamente es lo siguiente:

=1 0) sustituyendoy = 0
olim fGey) = limf (x, 0) sustituyendo y

o x(0?
ff_'féw)s

evaluando f(x,y) =
= lirréx% efectuando operaciones en numerador y denominador

xX—
= % por sustitucion directa (ERROR! antes de evaluar el limite se debe efectuar la division x% = 0)

0 .
donde S noes lo mismo que 0.

3. Sea f:R? - R la funcién f(x,y) = 4+ ~. Determina si . llTT(lO )f(x y) existe. (Adaptado a partir

de Estrada, Garcia y Monsivais, 2003, p. 96).
Solucion:

Evaluando la funcion f en (0,0):

(0)?°(0) 0

fO0 =y @2 =0

se llega a una indeterminacidn, por lo que no es aplicable la sustitucion directa. Tampoco son aplicables
los métodos de factorizacion y racionalizacion, por lo que se calcularan limites direccionales,
aproximando (x, y) a (0,0) por:

El eje x (y = 0):

(x y)—>(0 O)f(x y) = llmf(x 0) sustituyendoy = 0

_ ge X2(0)
= lim o

evaluando f(x,y) = ——en (x,0)
. 0 . .
= lmgx—4 efectuando operaciones en numerador y denominador
xX—
= lirréo efectuando la division x% =(0,parax =0
X

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)

El eje y (x = 0):
=1 0, y) sustituyendo x = 0
iy o f @ y) = Limf(0,y) yendo x =
= lim 0% —evaluando f(x,y) =
y—0 0 (0)*+y

. 0 . .
= l”’gﬁ efectuando operaciones en numerador y denominador
y—)

= lim0 efectuando la leISIOﬂ —=0,paray # 0
y—)

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
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La pardbola y = x2:

lim f(x,y)= llmf(x x?2) sustituyendo y = x?
(x,y)-(0,0)

_ i X2(x?)
_ilm x4+ (x2)2

evaluando f(x,y) =

4

= lirrézx? efectuando operaciones en numerador y denominador

xX—

.1 . . p- .,

= l”’g > simplificando la fraccion

xX—

1 . .
= por la propiedad 2.1.4(i)

Como f(x,y) se aproxima a dos numeros reales distintos (0 * %) cuando (x,y) se aproxima a
(0,0) por los ejes y por la parabola y = x?2, entonces : l)in(zo O)f (x,y) no existe. Ver la grafica en la
x,y)—(0,
figura 2.7.

S
x*+y?

Figura 2.7 Gréfica de la funcion f(x,y) =

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

En este ejemplo es importante observar que las variables que aparecen en el denominador de la

funcic _ x%y
uncion f(x,y) = pryve
la variable y, motivo por el cual se utiliz6 la trayectoria y = x?2, con la finalidad de igualar los grados de
las variables en el denominador y, de este modo, poder realizar las operaciones indicadas en éste. Por
otro lado, de haber ocupado la recta identidad, y = x, se hubiera llegado a que el limite direccional a lo
largo de esta trayectoria es 0, tal como ocurrié por los ejes coordenados; sin embargo, aproximarnos sélo
por los ejes coordenados y por la recta identidad, en este caso, no basta para poder obtener la conclusion
correcta, que es, que el limite  lim _f(x, y) no existe.

(x,y)-(0,0)

Notese que también se podria ocupar la trayectoria x = \/§ con y > 0; sin embargo, la

aproximacion de y a 0 solo se puede llevar a cabo por valores mayores que 0, como se indica a
continuacion.

fley) = limf (\/y,y) sustituyendo x = [y

(x, y)—>(0 0)

T )2y —
= lim, s evaluando £ (x, y) = x4+y2 en ({,y)
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2
= lim zy? efectuando operaciones en numerador y denominador
y-0

= lim - S|mpI|f|cando la fraccion
y—0t2

= % por la propiedad 2.1.4(i)

En consecuencia, en el calculo de los limites direccionales, es fundamental seleccionar de manera
adecuada las trayectorias.

4. Sea f: R? - R la funcion f (x,y) =
de Leithold, 1998, p. 940).

Determina si . l)iTT(lO » f (x,y) existe. (Adaptado a partir
x,y)=0,

2)2

Solucion:

No es aplicable la sustitucion directa, puesto que:

©°0) 0
@+ @22 0

es decir, se llega a una indeterminacion. Nuevamente, no son aplicables los métodos de factorizacion y
racionalizacion. Se calcularan limites direccionales, aproximando (x,y) a (0,0) por:

£(0,0) =

=1 0) sustituyendo y = 0
(x, y) -(0, o)f () lmf (x,0) Yy y =
— x°(0) B
= U Gz evaluando f(xy) = &3 y2)2 en (x,0)

= llm— efectuando operaciones en numerador y denominador

= lim0 efectuando la division % =0,parax # 0
x-0 X

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)

El eje y (x = 0):
flx,y) = llmf(O y) sustituyendo x = 0
(xy) (0 0)
= lim& evaluando f(x,y) = en (0,y)
y—0 ((0)6+y?2)2 ’ (x 6+yz)2

. 0 . .
= lm&F efectuando operaciones en numerador y denominador
y—)

= lim0 efectuando la leISIOﬂ —=0,paray # 0
y—)

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
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Lacurvay = x3:

lim f(x,y)= llmf(x x3) sustituyendo y = x3
(x,y)—(0,0)

= 1im —>%")__ evaluando flx,y) =
T x50 (x6+(x3)2)2 y

9
o 6+y2)2 en (x,x3)

1
= lmoz 2oy efectuando operaciones en numerador y denominador
X

. 1 . . pn .,
= lim -~ simplificando la fraccion
x—-0

= % por la propiedad 2.1.4(i)

Como f(x,y) se aproxima a dos nimeros reales distintos (0 * %) cuando (x,y) se aproxima a
(0,0) por los ejes y por la curva y = x3, entonces : l)in%0 0)f(x, y) no existe. Ver la gréafica en la figura
x,y)—0,
2.8.

Figura 2.8 Grafica de la funcion f(x,y) = —~2

x6+y2)2

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

En este ejemplo, en el denominador de la funcion f(x,y) = el grado de la variable x es

( 6+ 2)2’
el triple del grado de la variable y, razon por la que ahora se uso la trayectoria y = x3, en lugar de la
parabola y = x? o la recta identidad y = x, direcciones por las que la funcidn se hubiera aproximado a
0, coincidiendo con los limites direccionales a lo largo de los ejes coordenados. De aqui que,
aproximarnos sélo por los ejes coordenados, por la recta identidad y por la parabola, en este caso, no es

suficiente para concluir que el limite  lim _f(x,y) no existe.
(x,¥)—(0,0)

Notese que también sirve ocupar la trayectoria x = i/} en lugar de y = x3, como se indica a
continuacion.

flxy) = limf (3/y,v) sustituyendo x = 3/y

(x, y)—>(0 0)

— ] (W)gy _ 3
T " (7.9)

= lim efectuando operaciones en numerador y denominador

y=0 (2 2)2
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4
= liné:'? efectuando la potencia en el denominador
y—)
= lim~ simplificando la fraccion
y-04
= i por la propiedad 2.1.4(i)

Después de haber analizado en los ejemplos anteriores el limite de funciones reales de dos
variables por los diversos métodos estudiados en este capitulo, podemos resumir el proceso a seguir para
el célculo del limite, como se describe a continuacion.

Para determinar si y_r)rﬁf(P) existe 0 no, donde f:R* > R, P =(x,y) y A= (a,b) € R?,
primero se intenta calcular el limite por sustitucién directa. Si g_r)r}lf(P) = f(A),con f(A) € R, entonces
el limite existe y es igual a £ (A). Si el limite no se puede calcular por sustitucion directa porque f(A4) =
% (es una indeterminacion), entonces se intenta aplicar el método de factorizacion o el método de
racionalizacion. Si el limite no se puede obtener por alguno de los métodos mencionados, aun cuando
f(4) = % entonces se intenta mostrar que el limite no existe, aproximando P a A por dos 0 mas rectas

0 curvas distintas y viendo que efectivamente f(P) no se aproxima a un mismo namero real. Si ocurre

que para tres 0 mas rectas o curvas adecuadas f(P) se aproxima a un mismo numero real L, entonces

puede intuirse que, de existir el limite girgf(P), éste debe ser igual a L. A este Ultimo método se le conoce
-

como calculo de limites direccionales y se realiza para mostrar formalmente que un limite no existe; o
bien, intuir o concluir informalmente sobre la existencia de un limite, principalmente cuando el limite es
de la forma:

*) (x’y) Y O)f(x y) con f:R? - R tal que £(0,0) = -

2.1.7 Resolucion de limites por coordenadas polares
En el caso particular en el que el limite es de la forma (*), cuando no es posible aplicar los métodos de

factorizacion ni racionalizacion para determinar el limite, ademas del célculo de limites direccionales, se
pueden llevar a cabo las siguientes sustituciones:

X =rcosf,y =rsend

es decir, cambiar a coordenadas polares, (r, 8), donde r representa la distancia de cualquier punto en el
plano cartesiano (x,y) al origen, (0,0), y 8 es el angulo que se mide en sentido contrario al de las
manecillas del reloj, desde la parte positiva del eje x hasta el vector que inicia en el origen y termina en
el punto (x,y),conr >0y 0 < 6 < 2m. De este modo:

= 0, 0
i o f (o y) = Limf(r cos 6, rsend)

Donde, ademas:

x2 + y? = (rcos )? + (rsenB)?
=12 c0s? 0 + r?sen?d
=12(cos? 0 + sen?0)

=r%(1)

:T‘Z
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Debido a la identidad trigonométrica: cos? 8 + sen?6 = 1. Ver en la figura 2.9 la equivalencia
entre coordenadas rectangulares (x, y) y las coordenadas polares (r, 8).

Figura 2.9 Representacion de las coordenadas del punto (x, y) en coordenadas polares:
X =1rcosf,y =rsend

Thy

6
i 2q )
4

y = rsend

|
~14-13-12-11-10 9 -8 =7 -8 -5 4 -3 -2 -1 () 1 2 3 4 65 6 7 8 9 10 11 12 13 14
- X =rcosb

-2
-3
-4
-5
-6

7Y

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Es importante advertir que aplicar coordenadas polares es equivalente a calcular limites
direccionales por rectas que pasan por el origen, cuya ecuacion es de la forma y = mx. Como se muestra
en la figura 2.10(a)-(b), cualquier punto (x,y) en el plano cartesiano determina un vector que inicia en
(0,0) y termina en (x, y), al cual se le puede asociar su correspondiente distancia r y angulo 6, de modo
que x = rcos 6,y = rsenf. Asi mismo, cada uno de esos puntos (x,y) determina una recta que pasa
por (0,0) y, en consecuencia, una posible trayectoria sobre la que se puede calcular su respectivo limite
direccional lim f(x,y) = limf(x, mx).

(x,¥)—(0,0) x-0

Figura 2.10 (a) Vectores determinados por puntos (x, y) en el plano cartesiano, que inician en el (0,0)

74y

69X,y )
(X2.y? ) - r LB (x‘y)
4
3

~n

(x3~Y3 )
= o
14 w13 «12 =11 =10 =9 B =T ~«6 =§ 4 -3 -2 -1

5 6 7 B8 9 10 11 12 13 14

(x4.¥4)
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Figura 2.10 (b) Rectas determinadas por puntos (x, y) en el plano cartesiano, que pasan por el (0,0)

(%3.¥5 ) X% ) %
~14-13-12-11-10 -9 -8 -T -6 -8 4 2 5 6 7 & 0 10 11 122 13

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Ejemplos

1. Sea f: R? — R la funcién definida por f(x,y) =

x3+
x2

y3 . . i .
. Determina st lim X,y) existe.
y? AR

Solucion:

Enel ejemplo 1 de la seccion 2.1.6, se utilizaron limites direccionales para concluir que el posible
valor del limite  lim f(x,y)esO.
(x,y)—(0,0)

Ahora se usaran coordenadas polares:

li , =1 2] , 4]

LA fx,y) Limf (r cos 8 ,rsend)
. (rcos@)3+(rsenf)3

r—0 (rcos6)2+(rsenB)?2

3
evaluando f(x,y) = ;32

3

enx =rcos B,y = rsenf

3

r3 cos3 041r3sen36

= lim
r—=0 12 cos? 0+risen26

efectuando las potencias

. 13(cos® 6+sen®0)
= lim
r—0 r2(cos? 0 +sen?0)
factorizando numerador y denominador

. 1(cos® 0+sen®0)
= llm—
r—0 Cc0s20+sen26
simplificando la fraccion

— lim r(cos® 6+sen®9)
10 r
aplicando la identidad cos? 8 + sen?8 = 1

= lir% r(cos® 6 + sen0)
T
dividiendo
= (cos36 + sen39)lirr6 r
Vi
por la propiedad 2.1.4(iii)
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= (cos3 6 + sen30)(0)
por la propiedad 2.1.4(ii)

=0

Donde la expresion cos3 8 + sen36 no depende de r y es acotada, es decir, no tiende a crecer
indefinidamente al variar los valores de 6.

2
2. Sea f: R? - R la funcién f(x,y) = x:Zy3 o im 0)f(x, y) existe.
x,y)—0,

Solucion:

En el ejemplo 2 de la seccion 2.1.6, se utilizaron limites direccionales para mostrar que

: ) (0 ” f(x,y) no existe. Ahora se usaran coordenadas polares:
x,y)—

=1 o, 0
. y)—>(0 0)f (x,y) = lmf (rcos 8,rsenf)

(r cos 68)(r sen 6)?

r—0 (rcos8)3+(rsen8)3

xy?
evaluando f(x,y) = 5

X =rcosf,y=rsend

r3 cos @ sen? 0

r—0 13 cos3 0+r3sen30
efectuando operaciones

— lim r3(cos 8 sen? 9)

r—>0 r3(cos3 0+sen30)
factorizando numerador y denominador

— lim cos 0 sen? 6

r—>0 cos3 B+sen36
simplificando la fraccion

__ cosBsen?6
cos3 O+sen30

por la propiedad 2.1.4(i)

., cos@sen?8 ..
Donde la expresion —————— no depende de r, pero tampoco es un valor fijo (no es una
cos3 6+sen30

constante), puesto que varia conforme a los diferentes valores que puede tomar 6. De aqui que, el valor
del limite no es Unico y, en consecuencia, no existe.

3.Sea f: R? — R la funcion f(x,y) = % Determina si “ l)irr(lo O)f(x, y) existe. (Adaptado a partir
x,y)—(0,
de Leithold, 1998, p. 940).

Solucion:

Evaluando la funcion f en (0,0):

(0)*(0) + (0)(0)* _ 0
02+ (0)2 0

£(0,0) =

se llega a una indeterminacion, lo cual no implica que el limite no existe. Como no son aplicables los
métodos de sustitucion directa, factorizacidon y racionalizacion, se calcularan limites direccionales,
aproximando (x, y) a (0,0) por:
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El eje x (y = 0):
, y) (0, O)f(x y) = lsz(x 0) sustituyendoy = 0

2 2
= fﬂfg% evaluando f(x,y) == Zixi' en (x,0)

= llm— efectuando operaciones en numerador y denominador

x—0 X2

= lingo efectuando la division % =0,parax #0
X

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
El eje y (x = 0):

=1 0, y) sustituyendo x = 0
(WHO 0)f(x y) lmf( y) y X

X y+xy

=i Mevaluando floy) =2 e (0,y)

y-0 (0)2+y

. 0 - .
= lméﬁ efectuando operaciones en numerador y denominador
y—)

= lim0 efectuando la d|V|S|0n —=0,paray #0
y—)

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
Por larectay = x:

€3 y)—>(0 O)f(x y) = lsz(x x) sustituyendo y = x

x%x+xx? x2y+xy?

= lim———-evaluando f(x,y) =

lim ayz N (x, x)

= llm— efectuando operaciones en numerador y denominador

x—0 2x2

= limx simplificando la fraccion
x—0

= 0 por la propiedad 2.1.4(ii)

Como f(x,y) se aproxima a 0 cuando (x,y) se aproxima a (0,0) por los ejes y por la recta
identidad y = x, se intuye que, de existir el limite : l)iTY(lO 0)f(x, y), su valor es 0.
x,y)—0,

Utilizando ahora coordenadas polares:

(x, y) (0, o)f (x,y) = limf (r cos 8 ,rsend)

— lim (r cos 8)2(rsenB)+(r cos 8)(rsenf)?
T 50 (r cos 0)2+(rsenf)?

2 2
evaluando f(x,y) = —xxiiif

enx =rcos B,y =rsenf

3

13 cos? sen@+13 cos Bsen?0

= lim

r—0 12 cos? 0+r2sen?f
efectuando operaciones en numerador y denominador
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13 cos Bsenf(cos B+senf)

= lim
r—0 r2(cos? 0+sen?9)

factorizando numerador y denominador

r cos OsenB(cos 0+senf)

= lim
r—0 cos? B+sen?@

simplificando la fraccion

r cos OsenB(cos 0+senf)

= lirrol T
Vi
aplicando la identidad cos? 8 + sen?6 = 1

= lirrcl) r cos 6 senf(cos 6 + send)
T

dividiendo

= cos 0 senf(cos 6 + senB)lincll r
r—
por la propiedad 2.1.4(iii)

= cos 6 senB(cos 6 + senf)(0)
por la propiedad 2.1.4(ii)

=0
De aqui que, efectivamente, el posible valor del limite : l)in%0 0)f(x, y) es 0. Ver la gréficaen la
x,y)—0,
figura 2.11.
. - . _ xPy+xy?
Figura 2.11 Gréfica de la funcion f(x,y) = o

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

2.2 Continuidad

En la seccidn anterior se estudiaron los diversos métodos que permiten determinar el limite de una
funcion, en particular, de una funcién real de dos variables. Ahora se incluira la existencia del limite
como una condicidn necesaria para establecer otro concepto importante del Calculo, que es el concepto
de continuidad de una funcién, iniciando con la continuidad en un punto.
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2.2.1 Definicion de continuidad en un punto y tipos de discontinuidad

Sean f:R"™ - R™ y A € R"™. Se dice que f es una funcion continua en A si se satisfacen las siguientes
tres condiciones:

(i) f(A) existe.

(i) Il)ﬂf(P) existe.
(iii) Limf (P) = £ (A).

Si una 0 mas de estas tres condiciones no se cumple, entonces se dice que f es discontinua en A.
Ademas, la discontinuidad puede ser removible o esencial, dependiendo de si el limite E”}f(") existe o

no. Asi, f tiene una discontinuidad removible (o evitable) en A si Il)irr}lf(P) existe; mientras que, f tiene
una discontinuidad esencial (o no evitable) en A si g,irgf(P) no existe.

Para el caso particular en que f:R? - R, P y A son pares ordenados de la forma P = (x,y) y
A = (a,b), donde x, y son las variables independientes y a, b son nimeros reales. De modo que, f es
continua en el punto A = (a, b) si y solo si:

(i) f(a, b) existe.

(il)( yl)zm f(x,y) existe.

(i) ,, lim  f(x,y) = f(a,b).

Donde “f(a, b) existe” y ) m f(x,y) existe” significa que tanto la funcion f evaluada en
a
el punto (a, b), f(a,b), como el I|m|te . lm(z » f(x,y), toman valores reales.
a,
Ejemplos

1. Determina si la funcion f(x,y) = 6x% — 3x%y + y — 5 es continua en (—1,1).
Solucion:

Para determinar la continuidad de la funcién en el punto indicado, se vera si se cumplen o no las
tres condiciones de la definicion 2.2.1. Primero, se evalla la funcién en el punto (—1,1):

f(-1,1)=6(-1)?-3(-1D?*(1)+(1)-5=6-3+1-5=-1

Es decir, f(—1,1) = —1 es un namero real, por lo que f(—1,1) existe y se cumple la condicion
(). Ahora se calcula el limite ( )l”En ) 1)f(x, y) por sustitucion directa:
x,y)—-(—1,

x,y)= lim 6x*—-3x*y+y-5
(xy) -(- 11)f( y) (xy)-(-1,1) yry

=6(-1)?-3(-D*(1)+ 1) -5
=-1

Esto es, lzm f(x,y) =—1, por lo que lim f(x,y) existe y se cumple la condicion
(x,y)—=(-1,1) (xy)-(-1,1)

(i1). Finalmente, como se tiene que:

fy)=-1=f(=11)

(xY) ( 1,1)
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también se cumple la condicion (iii). Como se satisfacen las condiciones (i), (ii) y (iii), entonces f es
continua en (—1,1). Ver la gréfica en la figura 2.12.

Figura 2.12 Gréfica de la funcion f(x,y) = 6x? —3x%y +y —5

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

De hecho, la funcion f(x,y) = 6x? —3x%y + y — 5 es continua en cada punto de la forma
(a,b) € R?, por ser una funcién polinomial de dos variables. La continuidad de las funciones
polinomiales se establecerd formalmente en la seccién 2.2.2.

2. Determina si la funcién f(x,y) = es continua en (—3, —4).

x2+y2+25
Solucion:

Se procede a revisar si se cumplen las condiciones de la definicion 2.2.1. Primero, se evalla la
funcion en el punto (-3, —4):

—3—(—4) —3+4 1

fC3 =Y =y a2+ 25 9416425 50

Como f(—3,—-4) = % que es un namero real, entonces f(—3,—4) existe, cumpliéndose la

condicion (i). En segundo lugar, se calcula el limite : )li(mg 4)f(x,y) que, como Se muestra a
X,y )—=(—5,—
continuacion, se puede resolver por sustitucién directa:

x—y -3+4 1
fOoy)=__ lim 5 =—
(xy)—>( 3,-4) (x y)—>( 3-9)x%+y2+25 T9+16+25 50
Como = ,entonces lim x,y) existe y se cumple la condicién (ii).
x ) (3 4)f( y) = (x,y)ﬁ(_s,_@f( y) y p (i)
Ademas, se tiene que:
fOoy) === f(-3,-4)

(xy) (3 —4)

Es decir, se cumple la condicién (iii). Como se cumplen (i), (ii) y (iii), entonces: f es continua en
(—3,—4). Ver la gréfica en la figura 2.13.
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xX—y
x2+y2+425

Figura 2.13 Grafica de la funcion f(x,y) =

6%z
s

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

- x_zy es continua en cada punto (a, b) € R?, por ser una
x4+y<+25

funcion racional definida en todo R2. La continuidad de las funciones racionales se establecera
formalmente en la seccién 2.2.2.

De hecho, la funcion f(x,y) =

2_.2
3. Determina si la funcion £ (x,y) = % es continua en (—1,1).

Solucion:

2_(_1\2
Como f(—-1,1) = % = % no esta definido (no existe), entonces fes discontinua en (0,0),

debido a que no se cumple la condicién (i) de la definicidén 2.2.1. Ver la gréfica en la figura 2.14. Ademas,
es una discontinuidad removible, puesto que:

2_,2 —

lim Y _ =) +x)

(x'ZV)—’(—lnl) x+y (x:ZV)—’(—lll) x+y

=yt )
=1-(-1)
=2
Esto es, - )lir(’l - f(x,y) existe y es igual a 2 (por el método de factorizacion).
Figura 2.14 Gréafica de la funcién f(x,y) = yi;;z

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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4. Determina si la funcion f(x,y) = ———; es continua en (0,0). (Adaptado a partir de Leithold, 1998, p.
933).

Solucion:

0

Como f(0,0) = m
debido a que no se cumple la condicion (i) de la definicion 2.2.1. Ver la grafica en la figura 2.15.

= % no esta definido (no existe), entonces f es discontinua en (0,0),

Ademas, es una discontinuidad esencial, pues al aproximar (x, y) a (0,0) por el eje x se tiene que:

X X ) 1
(xy) (oo)f(x y) = limf(x,0) = llmT(O)z lm-z =lm>

.1 . ;.
donde llTrol; no existe, puesto que sus limites laterales no toman valores reales:
X—

L1 L1
lim-=-oc0y lim=-=+o
x—-0~ X x>0t X

De aqui que, Llim x,Y) no existe.
quique, = Lim fCxy)

Figura 2.15 Grafica de la funcion f(x,y) =

x2 +y2

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

xy? ,
5. Sea f: R? - R la funcion definida por f(x,y) = {x3+y3 st (xy)# (00)
si (x,y) =(0,0)

. Determina queé tipo de
discontinuidad tiene f en (0,0).

Solucion:

En este caso, se trata de una funcion a trozos definida por f(x,y) = 3+ S

(x,y) # (0,0) y tal que £(0,0) = 0; es decir, f si toma un valor real, de 0, en (0,0). En otras palabras,
£(0,0) existe y se cumple la condicidn (i) de la definicion 2.2.1.

para todo

2
Por otro lado, como el limite . yl)ilr(lo 0 f(x,y) se calcula a partir de que f(x,y) = x’;y para todo

+y3
(x,y) # (0,0), aplicando el método de los limites direccionales, como se vio en el ejemplo 2 de la

seccion 2.1.6, se concluye que ( l)in(l0 0)f(x, y) Nno existe; puesto que, los limites direccionales por los
X,y )=,

ejes coordenados toman el valor de 0, mientras que el limite en la direccion de la recta identidad,
1 . .y .. . e s .

y = x, vale > Deaqui que, no se cumple la condicion (ii) de la definicion 2.2.1 'y, en consecuencia, f es

discontinua en (0,0) y la discontinuidad es esencial.
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A continuacién, se vera que las operaciones entre funciones continuas dan por resultado una
nueva funcion continua.

2.2.2 Propiedades de las funciones continuas y sus consecuencias

Si £y g son funciones continuas en A y ¢ es un numero real cualquiera, entonces c¢f, f + gy f — g son

continuas en A. En particular, si f y g son funciones de valores reales, también la multiplicacion fg y la
division g son continuas en A, agregando que g(A) #0, para el caso de la division. Ademas, para f(P) =
(fl(P),fz(P), ...,fm(P)) se tiene que f es continua en A si y sélo si fi, f5, ..., fi, SON continuas en A.

Estas propiedades se deducen de las respectivas propiedades de los limites, establecidas en la
seccion 2.1.4. Mas aun, se tiene que: f es continua en un conjunto si es continua en cada elemento de
dicho conjunto, siempre que f es una funcion de varias variables con valores reales o vectoriales. A su
vez, como consecuencia de las propiedades de las funciones continuas, se satisfacen las siguientes
afirmaciones:

M Toda funcidn polinomial de n variables es continua en R™.
(i)  Toda funcidn racional de n variables es continua en su dominio.
Afirmaciones que quedan ilustradas a través de los siguientes ejemplos.

1. Las funciones f(x,y) = x2 +y? — 4, f(x,y) = x? —2xy —3y? y f(x,y) = 5xy? + 2y son
continuas en R?, por ser funciones polinomiales en dos variables. Asi mismo, las funciones
fle,y,2) =x2+y?>+ 2%, f(x,y,z) =x°+3x%>y—2xz>+vy3z y f(x,y,z) =3xyz son
continuas en R3, por ser funciones polinomiales en tres variables.

. _ x? _ Sxy?+2y _ Xz .

2. Las funciones f(x,y) = et flx,y) = Toxr-ay? Y flx,y,2) = y Son continuas en sus
respectivos dominios, por ser funciones racionales. De este modo:

2
flx,y) = x;:-yz es continua en {(x,y) € R?|(x,y) # (0,0)}.

_ Sxy?+2y
f(x' y) T 16—x2—4y2

f(x,y,2) = %es continua en {(x,y) € R%|x — y # 0}.

es continua en {(x,y) € R?|16 — x? — 4y? = 0}.

x3+y

3. La funcion f(x,y, z) = (xzy, . )es continua en su dominio Domf = {(x,y,z) € R3|z # 0};
puesto que, f; (x,v,z) = x2y es continua en R3 (por ser una funcion polinomial de tres variables)
Y fo(x,y,2) = ﬁ% es continua en su dominio {(x,y,z) € R3|z # 0} (por ser una funcion
racional).

xy? .
4 Lafuncion f(x,y) = {5t @) # (00)

0 si (x,y) =(0,0)
2
En efecto, como f(x,y) = fiw para (x,y) # (0,0) entonces f es continua en cada

es continua en todo R?, excepto en el (0,0).

X
(x,y) # (0,0), por coincidir con una funcion racional. Ademas, se ha mostrado anteriormente
que f es discontinua (esencial) en (0,0).

Otra propiedad importante se estudiara en la siguiente seccion y trata sobre la composicion de
funciones continuas.

2.2.3 Composicion de funciones continuas
Sean g: R™® - R™y f: R™ — R¥ dos funciones tales que g(P) € Domf paratodo P € Domg. Si g es

continua en A € Domg y f es continua en g(A) € Domf, entonces la funcion compuesta f o g es
continua en A. Més aun, el limite de f o g se calcula de la siguiente manera:
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lim(f o g)(P) = (f ° 9)(4)

Es decir:
lim(fog)(P) = f (gzgg(P)>
Donde ,l,""jg(P) existe y toma el valor de g(A), en virtud de que g es continua en A.

Para el caso en que g es una funcion real de dos variables, g: R? - R, y f es una funcion real de
una variable, f:R — R, el célculo del limite de la composicion f o g se realiza como sigue:

(fog)(xy) = f( g(x y)> = f(g(a, b))

(xy)—>( ,b) ) ( ,b)

donde P = (x,y) y A = (a, b). También se obtienen las siguientes afirmaciones como consecuencia de
la composicidn de funciones continuas.

1. Como las funciones f(t) = sent, f(t) = costy f(t) = e* = exp(t) son continuas en todo R,
entonces determinar en qué puntos es continua una funcién de la forma h(P) = sen[g(P)] o
h(P) = cos[g(P)] o h(P) =exp[g(P)], donde g: R™ — R, es equivalente a determinar los
puntos P € R™ en los cuales g es continua. Asi

h(x,y) = Sen( ) es continua en su dominio: {(x,y) € R?|x # 0}.
h(x,y,z) = cos(x + y? — z?%) es continua en su dominio: R3.
h(x,y) = exp( ) es continua en su dominio: {(x,y) € R?|x # y}.

Ademas, el limite de cada una de las funciones compuestas, h = f o g, se calcula por sustitucion
directa en aquellos puntos que pertenecen al dominio de la funcién h (mismo dominio de la

funcién interna g). Por ejemplo, para la funcion h(x,y) = sen( ) que es la composicion de

Y Y\ = ™ —
f(t) =sent con g(x,y) = e tiene que: (x,yl)zr(lz,n) (x,y) = (xyl)l_r)r(lz Sen (x) = sen (2) =1
donde (2, 1) pertenece al dominio de h, puesto que su coordenada x es 2 (distinta de 0). Ver la

gréfica en la figura 2.16.

Figura 2.16 Gréafica de la funcién h(x, y) = sen (%)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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Como las funciones f(t) = vty f(t) = Int son continuas en todos los nimeros reales positivos,
entonces determinar en qué puntos es continua una funcién de la forma: h(P) =,/g(P) o
h(P) = In[g(P)], donde g: R™ — R, es equivalente a determinar los puntos P € R™ en los cuales
g es continua y ademéas g(P) > 0. De este modo:

h(x,y,2) = /49 — x2 — y2 — z2 es continua en el conjunto {(x, y,z) € R3|49 — x? — y% — z2 > 0}.
h(x,y) = \/x2 —y2 — 4 es continua en el conjunto {(x,y) € R?|x? —y% — 4 > 0}.

h(x,y) = In(25 — x? — y?) es continua en el conjunto {(x,y) € R?|25 — x? — y? > 0}.

Ademas, el limite de cada una de las funciones compuestas, h = f o g, se calcula por sustitucion
directa en aquellos puntos del dominio de la funcion interna g tales que g toma valores mayores
que 0. Por ejemplo, para la funcién definida por h(x,y) = In(25 —x? —y?), que es la
composicion de las funciones f(t) =Int y g(x,y) =25—x?—y?% se tiene que:

. _ . _ 2_ 2 —
. j)lf%o,o)h(x’y)_(x, yl)llr(to‘o)ln(ZS x* —y*) =In(25) donde (0,0) es un elemento del

dominio de g tal que g(x,y) = 25 — x? — y2 toma un valor mayor que 0. Ver la grafica en la
figura 2.17.

Figura 2.17 Gréfica de la funcion h(x,y) = In(25 — x? — y?)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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Ejercicios Propuestos

En los ejercicios 1 a 10, determina si el limite existe 0 no. Justifica tu respuesta mostrando el metodo
aplicado (sustitucion directa, factorizacion, racionalizacion, limites direccionales o coordenadas polares).

. x24y2
1. lim —2
(x,y)=(0,0) Vx2+y2+4-2

lim 2x%2—xy—3y?
(x,y)—>(1,—-1) 5x2+7xy+2y?

3 li _Ge+y)?
" (x,)-(0,0) ¥2—xy+y?

x(x—3)
T (y)=(3,-2) Yy+2

3_,43

. lim
(xy)—-(2,2) x-Yy

6. lim &
(x,y)-(9,—1) x=9y

x*—y

ol —
(x.y)lg%0.0) xt+y*t

4

lim x*+3x2+3y%+y*
(x,¥)~(0,0) x2+y?
3
. X
9. lim =3
(x,¥)-(0,0) x> +2y

3,,3
10. lim <2
(x,y)~(0,0) x6+y°

En los ejercicios 11 a 18, determina el conjunto méas grande en que la funcion f es continua.

11. f(x, y) = 2260

x=y

12. f(x,y) = cos (yzx_ )

1

3

18. f(x,y) =52

14. f(x,y) = In({/1 — x2 — y2)
xt+y*t

15, f(x,y) = {x2rr2 (x,) # (0,0)
0 si (xy)=1(00)

x%-2y?

16. f(x,y) = {wryz L @) #(00)
0 si (xy)=1(00)

17. f(x,y) = —=—

25—x2—y?2

xX—-y
18.f(0y) = ==



En los ejercicios 19 a 22, determina si la discontinuidad de f en (0,0) es removible o esencial.

2 2
19. f(x,y) = %

y
2xy
20. f(0 ) = Grsyian?
6xy?-2y3
21. f(x,y) = xxyz+yzy
2xty
22. f(x,y) =5

x6+y3
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Capitulo 3. Derivadas Parciales y Diferenciabilidad

Este capitulo se centra en un concepto fundamental que permite caracterizar de manera mas
amplia a las funciones reales de varias variables, contemplando que el valor de la funcion puede cambiar
conforme lo hace cada una de las variables de las cuales depende. Por ejemplo, en la funcion donde se
relaciona a la distancia recorrida d con la velocidad v y el tiempo t, d = vt, una cuestion a responder
seria que distancia se puede recorrer conforme se incrementa o se disminuye la velocidad mientras que
el tiempo se mantiene sin cambio; o bien, cudl es la distancia recorrida conforme cambia el tiempo,
mientras que la velocidad se mantiene constante. El concepto referido es el de derivada parcial, como
una generalizacion del concepto de derivada ordinaria de una funcion real de una variable estudiada en
el curso de Calculo de una Variable, mediante la aplicacion de los limites, enfatizando en el calculo de
las derivadas parciales de funciones de dos variables.

3.1 Derivadas parciales

Iniciaremos esta seccidn recordando el concepto de derivada de una funcion real f de una sola variable
x, definida a continuacion:

' i SR —f(X)
f'x) = bim—— ———
siempre que el limite existe. Ademas, se dice que la funcion y = f(x) es diferenciable en a € Domf si
y solo si f'(a) existe (es un valor real), donde f'(a) representa la razon de cambio instantaneo de y con
respecto a x; o bien, la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en el punto (a, f (a)). En cuanto
a la notacion de la derivada de f con respecto a x, f'(x), que se lee “f prima de x”, también se puede

- . . d d
escribir de la siguiente manera: i 4

dx ' dx’

A continuacion, se establecen algunas de las reglas basicas de derivacion de las funciones reales
de una variable, con la finalidad de ocuparlas mas adelante en este capitulo.

d

1. - [c] = 0, donde ¢ es un namero real
d _ , .
2. - [x™] = nx™ 1, donde n es un nimero racional

d d ,
3. —[cu] = ¢=, donde ¢ es un nimero real
dx dx

dv

d du
4.a[u+v]—a+dx



d d
5 Llu—p]=R_&
dx dx dx
d dv du
6. a[uv] =u—+v—
d du dv
u
7.—H Yot ,SivE0
dx Lv v2
da n n— 1 d
8. = [u™] = nu donde n es un numero racional

9. L [senu] = cosu du
dx dx

10. < [cosu] = —senu du
dx dx

11. i[1,“anu] = sec?u &
dx dx

d du
12. —[cotu] = —csc®?u—

dx dx

d du
13. —[secu] = secutanu—

dx dx

d du
14. —[cscu] = —cscucotu—

dx dx

15. & d [ u] _eudu
dx dx

16. L[inu] = - &

dx u dx

Donde u y v son dos funciones diferenciables en x.

3.1.1 Definicién de derivada parcial

Para una funcion f de valor real en n variables, x4, x5, ...

variable esta definida por

af f(x1,%2, 00Xk +h, X)) — f(X1,X2,...Xn)
— (X1, X3, o, Xp) = lim
dxy h—-0 h

88

, Xn,, SU derivada parcial respecto a la k -ésima

siempre que el limite existe; es deC|r — es la derivada de f respecto a la variable x;, manteniendo fijas

las otras variables. De este modo, si f es una funcién real en las variables x y y, sus derivadas parciales

son:

of . fx+hy)-f(x,y)
—_ (x’ y) = ;lll;ré T

of o fay+h)—f(xy)
3y (x,y) = fffé —

siempre que los limites existen. Mas aun, para un punto fijo (a, b) € Domf:

O (a,b) = lim L @)

f(a,b+h)—f(a,b)

of o
ay (a,b) = fll—tr& h
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Equivalentemente, tomandox =a+hyy =b + h:

af I f(x,b)—f(a,b)
a (a) b) - }lcl_?; X—a

f(a,y)—f(a,b)

of o
ay (a,b) = le—rflﬁ y-b

siempre que los limites existen.

Observacion

En la préctica, si f es una funcion de n variables, x4, x5, ..., x,,, la derivada parcial de f con respecto a
Xi,conk = 1,2, ...,n, se calcula derivando a f respecto a la variable x; y tomando a las demaés variables
(distintas de x;,) como constantes, aplicando las reglas de derivacion para funciones reales que dependen
de una sola variable.

En el caso particular en que f es una funcién real de dos variables, x y y, la derivada parcial de

d . .
f con respecto a x, é, se calcula derivando a f respecto a la variable x y tomando a y como una constante.

. . . 0 .
Analogamente, la derivada parcial de f con respecto a y, é, se calcula derivando a f respecto a la
variable y y tomando a x como una constante.
En resumen, la derivada parcial de una funcion real en varias variables con respecto a alguna de
ellas es la derivada ordinaria de la funcion respecto a dicha variable, si se considera a las demés variables
como constantes.

3.1.2 Ejemplos de como calcular las derivadas parciales usando la definicion
1. Calculag—i x,y)y g—i(x, y),si f(x,y) =x+y.

Solucion:

La derivada parcial de f con respecto de x esta definida por:

af _ g fOe+hy)=f(xy)
a (X, )’) - ;llz)n

0 h
Donde:
fe+hy)-f(x,y) _ x+h+y—(x+y) _ x+h+y-x-y h _ 1
h - h - h T h
De aqui que:
Lim LR _ i1 = 4
h—0 h h—0
Es decir:
of
—(x,y) =1
ax( y)

para todo (x,y) € R2.



Anélogamente, como la derivada parcial de f con respecto de y esté definida por:

af g Fy+R)-f(xy)
oy (6 y) = izllr(% h

Donde:

fly+h)-f(x,y) _ x+y+h—(x+y) _ x+y+h-x-y _h _ 1
h o h o h T h

Se tiene que:

i LEXATTER) _ i = 4
h-0 h h—0

Es decir:

of B
E(XJ’) =1

para todo (x,y) € R2.
En resumen, las derivadas parciales de f se calculan como se muestra a continuacion:

of g flx+hy)—f(xy)
5 (6 Y) = bim —=——=——==

por definicion de derivada parcial de f con respecto de x

— lim [(x+h)+y]-[x+y]
h—0 h
considerandoque f(x + h,y) =(x+h)+y

. +h+y—-x-y
= [im T2
h—0 h .
efectuando las operaciones en el numerador

li h

=ium-

h—0 h )

efectuando las operaciones en el numerador

= lim1l
h—0 L
efectuando la division

=1
por la propiedad 2.1.4(i)

af _ g fOy+h)—f(xy)

por definicion de derivada parcial de f con respecto de y

— lim [x+(@y+h)]-[x+y]
h—0 h
considerando que f(x,y+h) =x+ (y+ h)

, +y+h—x-y
= hn1£———————
h—0 h .
efectuando las operaciones en el numerador

li h

=ium-

h—0 h )

efectuando las operaciones en el numerador
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= lim1l
h—0 L
efectuando la division

=1
por la propiedad 2.1.4(i)

Por lo tanto (x y)=1y —(x y) = 1, paratodo (x,y) € R?.

Por otro lado, las derivadas parciales de la funcion f(x,y) = x +y se pueden calcular méas
facilmente considerando lo indicado en la observacion anterior, esto es, cambiando la derivada parcial
por una derivada ordinaria como se muestra a continuacion.

Derivando parcialmente a la funcidn f respecto de la variable x, todas las expresiones que no
dependen de x seran tomadas como si fueran constantes (nimeros reales); de este modo:

d

( YY) =— [x+y] [x]+a[y]=1+0:1

ili ivacion: 2 _du A dx 4 4o =
Donde se utilizaron las reglas de derivacion: ™ [u+v] = Tt = 1y ™ [c] = 0.
Derivando ahora parcialmente a la funcion f respecto de la variable y, todas las expresiones que

no dependen de y seran tomadas como si fueran constantes (nimeros reales); por lo que:

d d
( y) = [x+y] S+ bl=0+1=1
Donde se utilizaron las reglas de derivacion: 2 [u+v] = + d—v Y q y— [c] =0.
" dy dy’ dy

2.Si f(x,y) = xy, halla—ya—£

Solucién:
La derivada parcial de f con respecto de x esta definida por:

of . fx+hy)-f(x,y)

h
Donde:
fx+hy)-fxy) _ [(x+h)yl-[xy] _ xy+hy-xy _ hy _

h - h D R
Luego:
U (x,y) = élil%f(ﬂh,yz—f(x.y) = limy = y

Anélogamente, como la derivada parcial de f con respecto de y esté definida por:

2 (1,5 = lim L1 )



Donde:

fy+h)—-fxy) _ [x(v+h)]-[xy] _ xy+xh-xy _ xh
h - h - h T h

=X
Se obtiene que:

of _ iy LYY g
3y (x,y) = ;lllré — = ;ll_r)rgx x

En resumen, las derivadas parciales de f se calculan como se muestra a continuacion:

of _ g fOx+RY)-f(xy)
ax (6, y) = ;lllr(% h

por definicion de derivada parcial de f con respecto de x

_ Jiym Lo+mYI-lxy]
h—0 h
considerando que f(x + h,y) = (x + h)y

— lim xy+hy—xy
h—0 h .
efectuando las operaciones en el numerador

simplificando

por la propiedad 2.1.4(i)

of _ g fxy+h)=f(xy)
3y (x,y) = bim —=————==

por definicion de derivada parcial de f con respecto de y

— lim [x(y+h)]-[xy]
h—0 h
considerando que f(x,y + h) = x(y + h)

. +xh—xy
= lim 2Ty
h—0 h )
efectuando las operaciones en el numerador

. h
= lim=
h—0 h )
efectuando las operaciones en el numerador

= limx
. R0
simplificando

=X
por la propiedad 2.1.4(i)

Es decir: Z—i(x, y)=yy Z_f,(x' y) = x, para todo (x,y) € R?.
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Por otro lado, usando las Reglas de Derivacion:
of -2 - iyl = -
o ®y) =yl =x—[yl+y—[x] =x(0) + y(1) =y

0
Ty = bl =2+ y g =2 +y(0) = x

ili . 4 -, v du dx _ L=
Donde se utilizaron las reglas: — [uv] = u—+v_—, —= 1y - [c] = 0.

O bien:

af d d
5 oY) =yl =y—xl =y(1) =y

d
S@y=shol=xsl=x1) =x

- d du dx
Donde se utilizaron las reglas: —[cu] = ¢ — — =
dx dx dx

3.1.3 Ejemplos de como calcular las derivadas parciales usando las reglas o formulas de derivacion
3. Calcula las derivadas parciales de f(x,y) = x%y3 + y°.
Solucion:

En este ejemplo se aplicaran directamente las reglas de derivacion para calcular las derivadas parciales
de la funcidn indicada. Si primero se deriva parcialmente respecto de la variable x, todas las expresiones
que no dependen de x serdn tomadas como si fueran constantes; de modo que:

2 (0 y) == [x%y% + y°]
cambiando la notacion de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con
respecto de x a la funcion f(x,y) = x%y3 + y®

— 21,2437 4 L [y6

—dx[xy]d+dx[y] o
. u v

aplicando = [u+v] = = + =

—v3L 1,214 4,6

=y S %] + = [y°]
. d du
aplicando —[cu] = c—
dx dx

=v3(Q2x)+0
aplicando C:l—x[u”] = nun‘lz—z y %[c] =0
= 2xy3

ordenando los factores

Es decir: Z—f(x, y) = 2xy? para todo (x,y) € R2.

X

Notese que, en este caso, las expresiones y3 y y© son consideradas como constantes, puesto que
se derivo con respecto a la variable x.
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Si ahora se deriva parcialmente respecto de la variable y, todas las expresiones que no dependen
de y serdn tomadas como si fueran constantes; de modo que:

( Y) = [ >+ y°]
camblando Ia notacion de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con
respecto de y a la funcion f(x,y) = x?y3 + y°

_9dr.2.314 9.6
= XY+ e

aplicando % [u+v] = Z—;‘ + Z—;
=X —[ 1+ [ °]
aplicando E[Cu] = cZ—;‘

= x*(3y?) + 6y°

aplicando % [u"] = nu™?! Z—;

= 3x%y? + 6y°
ordenando los factores

Esto es: Z_sz(x’ y) = 3x%y? + 6y° para todo (x,y) € R2.

Donde ahora la expresion x2 es considerada como una constante, debido a que se derivo con
respecto a la variable y. En general, para calcular ambas derivadas parciales, se utilizaron las reglas de
derivacion siguientes:

dv d n—1du

a _duav 4o du o A
dx [u+v]_dx+dx’ dx [Cu] Cdx’ dx [u] nu dx y dx [C] 0

enunciadas para cuando las funciones u y v dependen de la variable x.

4. Calcula las derivadas parciales de f(x,y) = ——.

x2+y?
Solucion:

Nuevamente, se aplicaran las reglas de derivacion para calcular las derivadas parciales. Derivando
parcialmente a la funcién f respecto de la variable x, todas las expresiones que no dependen de x seran
tomadas como si fueran constantes; de este modo:

af _d [ xy ]
ox x,y) T dx Lxz+y2

cambiando la notacion de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con

respecto de x a la funcion f(x,y) = x2+yy

(x +y2) [xy] xyd [x2+y?]
(x2+y2)2

du dv
— _u—

. d v
aplicando — [3] = dx__dx
dx Lv

p2

_ G o) gelal) -y (Gl b ly?))

(x2+y2)2

: d du d du . dv
apllcandoa[cu] =c— Y E[u +v] = d_+E



95

_ (x%+y?) () -xy(2x+0)
- (x2+y2)2
aplicando Z—;‘ =1, T =nu"12 y Lc]=0

_ x2y+y3-2x2y
(x2+y2)2
efectuando las operaciones en el numerador

_ ¥ -x?y
- (x2+y2)2
efectuando las operaciones en el numerador

Es decir: f (x y) = 2)2 para todo (x,y) # (0,0).

(2+

Donde en el proceso de derivacion, las expresiones y y y? son consideradas como constantes.
Derivando ahora parcialmente a la funcion f respecto de la variable y, todas las expresiones que no
dependen de y seran tomadas como si fueran constantes; por lo que:

U ) =[]

ay dy Lx2+y
cambiando la notacién de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con
.z Xy
respecto de y a la funcion f(x,y) = iy
B (x2+y2)diy[xy]—xy%[x2+y2]
- (x2+y2)2
pdu_ v
i 4 (¥ 2 Zay Tay
aplicando & [v] ==
(x2+y2) (v v]) -2y (G %2+ 55 [v?])
— dy dy
(x2_+_y2)2
. da du d du
aplicando E[Cu] =cy y E[u +v] = E-l_@
_ (x%+y?)(0)—xy(0+2y)
- (x2+y2)2
i WB_ 1 Lpny=pyn-1 3y L=
aplicando vl 1, > [u™] = nu ™ y = [c]=0

_ x3+xy?-2xy?

efectuando las operaciones en el numerador
_ x3—xy?

= e

efectuando las operaciones en el numerador

Esto es: (x y) = 2)2 para todo (x,y) # (0,0).

(2+

Donde ahora la